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Regelungs- und Steuerungstechnik

Lernziele und Hilfen zur Durcharbeitung des Textes

"Zeitverhalten und Stabilitét linearer dynamischer Systeme" ist das letzte Kapitel im Unterricht "Re-
gelungs- und Steuerungstechnik". An Kenntnissen und Fertigkeiten wird daher die Beherrschung
alle bisher behandelten Themenbereiche vorausgesetzt. Diese Voraussetzung erfiillen Sie, wenn Sie
im seminaristischen Unterricht der Vorlesung kontinuierlich mitgearbeitet und die Versuche des
Regelungstechnik-Praktikums griindlich und gewissenhaft vorbereitet haben, da zum Zeitpunkt der
Durcharbeitung dieses Lerntextes bereits der groB3te Teil der Versuche des Praktikums von Thnen
durchgefiihrt wurde.

Im einzelnen miissen Sie folgendes beherrschen:

- Differentialgleichung eines Drossel-Speicher-Systems aufstellen konnen.

- Mit Hilfe der Laplace-Transformation eine Differentialgleichung im Zeitbereich in die Ubertra-
gungsfunktion G(s) im Bildbereich (Frequenzbereich) transformieren konnen und umgekehrt.

- Ubertragungsfunktionen umfangreicherer Systeme mit Hilfe der vier Grundrechnungsarten aus
den elementaren Ubertragungsfunktionen der Grundsysteme berechnen kénnen (Zuriickfithrung
auf Hintereinander-, Parallel- und Riickfiihrschaltung).

- Homogene und inhomogene lineare Differentialgleichungen bis zur zweiten Ordnung selbstén-
dig 16sen konnen. (Charakteristische Gleichung aus der Ubertragungsfunktion aufstellen und 16-
sen, spezielle Losung der inhomogenen Gleichung finden, Gesamtlosung ermitteln, wobei un-
bekannte Parameter aus der Stetigkeit der Losung zum Zeitpunkt t = 0 berechnet werden)

Nach dem Studium dieses Textes sollen Sie

- bei einem System 1. Ordnung aus der Lage des Pols und den Koeffizienten der Ubertragungs-
funktion den Verlauf der Sprungantwort quantitativ zeichnen konnen (Kap. 1.1),

- bei einem System 2. Ordnung die Sprungantwort fiir unterschiedliche Lagen des Polpaars im
Vergleich qualitativ zeichnen konnen (Kap. 1.2),

- die Stabilitiit eines Systems aus der Lage der Pole der Ubertragungsfunktion beurteilen konnen
(Kap.1.1 und 1.2),

- den Zusammenhang der Lage der Pole mit dem dynamischen Verhalten und der Stabilitat erkla-
ren konnen (Erkenntnis aus Kap.1 insgesamt)

- das dynamische Verhalten eines Systems 2. Ordnung aus dem Dampfungsgrad D bestimmen
konnen (Kap. 2.1.1),

- die Stabilitiit eines Systems hoherer Ordnung mit Hilfe der Ubertragungsfunktion bis zu einem
System 4.0rdnung durch Rechnung beurteilen konnen (Kap.2.1.2),

- das Vorgehen und die grundlegenden Zusammenhénge zur Beurteilung der Stabilitit nach dem
Nyquist-Verfahren erkldren konnen (Kap.2.2).

Fiir der Durcharbeitung des Lerntextes noch einige Hinweise:

Die Lerninhalte aus Kap.1 haben Sie ja bereits in der Vorlesung und im Praktikum an unterschiedli-
chen Stellen kennengelernt. Kap.1 fal3t sie noch einmal zusammen am Beispiel eines bzw. zweier
geregelter Druckkessel. Die angegebenen Formeln miissen Sie daher nicht im einzelnen nochmals
nachrechnen, Sie sollten deren prinzipielle Herleitung aus IThrem Gedachtnis abrufen konnen. Die
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Zahlenwerte sind deshalb angegeben, damit Sie bei Bedarf mit dSYs das Zeitverhalten auch quanti-
tativ nachvollziehen konnten. Dieses Kapitel diirfte fiir Sie relativ ziigig zu bearbeiten sein.

Vollig neu fiir Sie sind die Stabilitdtskriterien in Kap.2. Insbesondere die Beurteilung des dynami-
schen Verhaltens mit Hilfe des Dampfungsgrades D sollten Sie jederzeit aus dem Gedachtnis durch-
fiihren konnen (Kap.2.1.1).

Dagegen ist die Beurteilung der Stabilitit nach dem Hurwitz-Kriterium nur mit Hilfe der angege-
benen Formeln sinnvoll durchfiihrbar (Kap.2.1.2). Hier brauchen Sie keine Formel auswendig zu
lernen.

Wichtige Erkenntnisse, die Sie jederzeit aus dem Gedéchtnis parat haben miissen, sind umrahmt.
Dartiber hinaus sind rechts neben dem Text kurze Hinweise zum gerade aktuellen Thema. Diese
Hinweise sollen Thnen auch optisch die Orientierung im Text erleichtern und Kernaussagen leichter
im Gedichtnis verankern helfen.

Die abschlieBenden Aufgaben in Kap.3 sind Diplompriifungen entnommen. Hier haben wir bewul3t
darauf verzichtet, als Losungshinweise die zugehorige Kapitelnummer anzugeben. Nach griindlicher
Durcharbeitung von Kap.1 und Kap.2 sollten Sie in der Lage sein, ohne grof3ere Schwierigkeiten die
Aufgaben zu bearbeiten.

Leider sind die Unterlagen, die Sie erhalten, nur schwarz/weil}. Aus didaktischen Griinden werden
in diesem Text Farben verwendet. Eine weitere Erleichterung wire es fiir Sie, wenn Sie den Text in
Farbe sehen konnten. Daher ist dieser Text als pdf-Datei auf der Lern-CD, die Sie im 4. Semes-
ter zur Vorbereitung des Versuchs 30 ,Mehrspurige Ablaufsteuerungen* eingesetzt haben.

Abschlieflend haben wir noch eine Bitte an Sie:

Dieser Text ist die bereits korrigierte Version eines speziell fiir das "Selbstgesteuerte Lernen" er-
stellten Lerntextes. Bitte nehmen Sie sich die Zeit, uns Riickmeldung zu geben, an welchen Stellen
Sie Verstidndnisschwierigkeiten haben, was evtl. zu ausfiihrlich ist oder welche Anregungen Sie uns
generell geben konnen. Auch was Sie besonders gelungen finden und wir bei weiteren Texten
wieder so machen sollen interessiert uns! Dazu ist nach der letzten Seite dieses Textes ein
Fragebogen angefiigt. Bitte bringen Sie diesen Fragebogen mit Thren Kommentaren versehen zur
Besprechung mit oder lassen Sie ihn uns auf andere Weise zukommen. Mit Hilfe Threr
Riickmeldungen wollen wir den vorliegenden Lerntext weiter verbessern und Texte zu weiteren
Themen gestalten.

Und nun guten Wirkungsgrad bei der Arbeit!

- (Lt
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Stabilitiit eines dynamischen Systems

Ein System, das nach einer Anregung von selbst in den urspriinglichen Zustand
zuriickkehrt, nachdem die Anregung verschwunden ist, heif3t stabil. Ein Federpen-
del kehrt aufgrund der Reibungskrifte (Luft- und Lagerreibung) von selbst in die
Ruhelage vor der Auslenkung zuriick. Es ist also stabil. Diese Reibung wirkt im-
mer entgegen der Bewegungsrichtung.

Wire keine Reibung vorhanden, so wiirde das Pendel immer mit derselben Ampli-

tude um seine urspriingliche Ruhelage schwingen und nie zur Ruhe kommen. Die-
sen Zustand bezeichnet man als Stabilititsgrenze.

Gelédnge es durch geeignete Mallnahmen (z.B. durch Riickkopplung), auf das
Pendel eine anregende Kraft auszuiiben, die in jedem Moment in Bewegungs-
richtung wirken wiirde, so wére die Folge eine iiber die technische Grenze an-
wachsende Amplitude bis zur Uberdehnung der Feder.

Die Stabilitiit eines dynamischen Systems ist eine absolut notwendige Eigen-
schaft und hat daher bei der Regelung Vorrang vor allen anderen Zielen. Die fol-
genden Uberlegungen gelten fiir lineare Systeme, also fiir Systeme, die durch line-
are ("gewohnliche") Differentialgleichungen in ihrem Zeitverhalten beschrieben
werden konnen. Dabei bestimmen die Eigenwerte der Differentialgleichung, also
die Nullstellen der Charakteristischen Gleichung, das dynamische Verhalten des
Systems.

Dabher ist es sehr wichtig fiir das Verstindnis dynamischer Systeme, den Zu-
sammenhang zwischen dem Wert einer Nullstelle der Charakteristischen
Gleichung und dem durch diese Nullstelle verursachten Zeitverhalten zu ver-
stehen!

Das Zeitverhalten mit der unabhéngigen x_(t) oL x_(t)
Variablen t mit der Dimension "Zeit" ist c . bz, a >
iiber die Laplace-Transformation eng ver- X, (s) G(s) X (s
kniipft mit der Beschreibung im Bildbe-
reich, deren unabhingige Variable s die
Dimension 1/Zeit = Frequenz aufweist. Abb. 1 Aquivalente Beschreibung im
Die Transformation der Differentialglei- Zeit- und Frequenzbereich
chung in den Bereich der komplexen Vari-

ablen s liefert eine rein algebraische Gleichung fiir die komplexen Amplituden

Xe (S) und X, (S) des Ein- und Ausgangssignals (Abb.1), wobei n-fach abge-
leitete Grofen zu einer Multiplikation der jeweiligen komplexen Amplitude mit

Dynamisches System

s™ fiihren. Diese transformierte Differentialgleichung nach dem Quotienten der
komplexen Amplituden aufgeldst ergibt die Ubertragungsfunktion

Stabiles System

Stabilititsgrenze

Instabiles System

Nullstellen der Cha-
rakteristischen Glei-
chung verantwort-
lich fiir die Eigendy-
namik eines linearen
Systems

_ Xa(8)
G(s) = :
Xe(s)
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Das Nennerpolynom dieser Ubertragungsfunktion G(s) ist das Charakteristische
Polynom! Daher sind die Eigenwerte der Differentialgleichung zugleich die
Pole der Ubertragungsfunktion und haben also fiir das zugehérige Verhalten im
Zeitbereich die selbe Bedeutung.

Im folgenden werden Sie daher zunichst intensiv den Zusammenhang zwischen
der Lage von Polen der Ubertragungsfunktion mit dem Zeitverhalten einschlieB3-
lich des instabilen Verhaltens studieren, bevor Sie im Anschlufl daran Kriterien
kennenlernen, die ohne Wissen iiber die Lage der Eigenwerte Aufschluf3 {iber das
dynamische Verhalten bzw. die Stabilitdt geben.

Lage der Pole der Ubertragungsfunktion und Zeitverhalten des
Systems

1.1 Systeme erster Ordnung
1.1.1 Drossel-Speicher-System - Pol der Ubertragungsfunktion in der linken s-

Halbebene

Die Differentialgleichung des Drossels-Speicher-Systems (Abb.2) haben Sie
selbst in der Vorlesung entwickelt aus den physikalischen Zusammenhingen zwi-

schen der Druckdifferenz X, (t) —X, (t) an einem linearen Widerstand (lami-
nare Stromung!) und dem Massenstrom i(t) durch diesen Widerstand sowie aus
dem Zusammenhang zwischen Strom i(t) in den Druckkessel mit der Kapazitdt C
und dem Druck X, in diesem Kessel:

Xa T + Xa = XC . ManometerX
Xe 1 _ )

Beaufschlagt man den Eingang dieses Vefanderbare
Drossel-Speicher-Systems mit einem Drossel R Xa
Sprung von 0 auf 100% _

1 fuirt=>0 dKeislsgggitétC
X (t) = oft) = , 50

0 sonst

o ) . . Abb. 2: Drossel-Speicher-System
ergibt sich als Losung der Differential-

gleichung unter Beriicksichtigung der Ste-
tigkeit von X,(t) zum Zeitpunkt t = 0 (Anfangsbedingung der inhomogenen DGI):
t

X,(t)= 1-e®"' = 1-e T mitT = T4 =R-C

(Achtung! Das O in der Losung der Differentialgleichung hat NICHTS mit dem Einheits-
sprung O (t) zu tun, sondern ist lediglich der Realteil der Losung s in der komplexen Ebene)

Fiir die weiteren Betrachtungen wird T verdndert und nimmt nacheinander die
Werte T3, Tp und Ty an.

Nenner der Uber-
tragungsfunktion
G(s) ist gleich dem
Charakteristischen
Polynom der Diffe-
rentialgleichung

Drossel-Speicher-
System ist ein Pro-
portionales Verzo-
gerungssystem

1. Ordnung (PT;-
System)

Gleichung der
Sprungantwort des
PT,;-Systems
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Regelungs- und Steuerungstechnik

Betrachtet man die zur Differentialgleichung dquivalente Ubertragungsfunktion Ubertragungsfunk-
tion des PT;-Sys-
G(S) = ————, so erkennt man, daf3 die Losung der charakteristischen tems
s-T + 1
Gleichung auf die rein reelle Nullstelle S = —G = —? fiihrt. Dies ist gleich-

zeitig auch, wie oben erldutert, der Pol der Ubertragungsfunktion und im Zeitbe-
reich die Abkling-Zeitkonstante T in der Losung der Differentialgleichung. Abb.3

zeigt die Lage des Pols der Ubertragungsfunktion fir 6 =G, in der komplexen

s-Ebene sowie im Zeitbereich die Reaktion von X, auf den Sprung x . (t) = G(t)
des Eingangssignals.

Im(s)

S'Ebene 120 - o Reeller Pol bei

. . . ) s=-04=-1/T,
[ R

o j2 08f- - - ‘
Re(s) 06l ‘ ‘

A A ) 02l . S

: ‘ 0.0
,,,,,,,,,, -j4 0.0 0.5 1.0 1.5 t/sec

Abb. 3: Drossel-Speicher-System: Zeitverhalten und Lage des Pols

Die Zeitkonstante des Systems hat den Wert T4 = Isec . Der Pol der Ubertra-
gungsfunktion liegt also bei s = —04 = —1/sec.

Verkleinert man die Zeitkonstante auf die Halfte mit Ty =T, /2, so verlauft
nicht nur der Einschwingvorgang doppelt so schnell, auch der Pol der Ubertra-
gungsfunktion ist mit s=—03 = —2-64 = —2/T, = —2/sec doppelt
so weit von der imagindren Achse entfernt wie G4 (Abb.4).

jo/ sec!

s-Ebene 121

T4 1.0

L2 osl . T e

0.6

8 6 -4 o 0.4
‘ ‘ ‘ ‘ 1-j2 0.2

, 0.0 ‘
ti4 0.0 0.5 1.0 1.5 t/sec

Abb. 4: Halbierung der Einschwingdauer durch Verdopplung des Realteils
des Pols

1 e Fachhochschule Miinchen Prof. Dr. J. Hocht
J_'_L] 040404 142300 Fachbereich Maschinenbau - Fahrzeug-/Flugzeugtechnik Prof. R. Go6hl
1] Prof. Dr. W. Englberger



Regelungs- und Steuerungstechnik 7

Féahrt man mit der Vergroferung des negativen Realteils der Polstelle fort, so
schwingt das Drossel-Speicher-System immer schneller auf seinen stationdren

Endwert ein (Abb.5).
! ! jo/sec -1
s-Ebene 1.2
SRR A 1.0 f— —
: -2 osf | Grofiere Entfernung
-1U/T, 0.6 ;“ des Pols von der
N7 . Y & . o e
X : : < = f imaginiiren Achse
8 -6 -4 -2 s 0.4 14 bewirkt schnelleres
-i2 0.2 } Einschwingen des
W 4 Systems auf den
e S = K 007 0.5 1.0 1.5 t/sec  Ausgleichswert

Abb. 5 Zeitverhalten des Drossel-Speicher-Systems bei zunehmendem Abstand
des Ubertragungspols von der imagindren Achse

Als wichtige Erkenntnis aus diesem Verhalten wollen wir folgende Aussage fest-
halten:

Je weiter weg ein Pol der Ubertragungsfunktion innerhalb der
negativen s-Halbebene von der imaginiren Achse liegt, desto
schneller schwingt das System auf seinen Ausgleichswert ein.

1.1.2 Bewegung des Ubertragungspols nach rechts iiber die imaginire Achse
hinaus

Im Versuch 1 des Praktikums koppeln Sie den Ausgang X, eines Drossel-Spei-

cher-Systems mit der Zeitkonstante T und dem proportionalen Ubertragungsbei- PT,-System mit po-

wert Kp =1 tber ein Additionsrelais sitiver Riickkopp-
an den Eingang zuriick und erzeugen X — X :z;‘gf)"lf\gliltﬁogli’t'zu_
damit ein ITo-System. Diese Anord- © KP =1 a nehmendem K zu
nung werden wir nun geringfiigig ab- T einem instabilen
wandeln, indem wir in den Riickkopp- System
lungszweig ein Proportionalglied mit +

einstellbarer Verstarkung K schalten

(Abb.6). K lassen wir dabei wandern K

von K = 0 (PT,-Glied ohne Riickkopp- variabel

lung) tiber K = 1 (= Konfiguration des

Praktikumversuchs) bis K = L.5. Abb. 6 PT1-System mit positiver Riick-
kopplung ("Mitkopplung")
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Regelungs- und Steuerungstechnik 8
Da Sie mittlerweile die Zusammenhéinge zwischen Zeitbereich (Differentialglei-
chung) und Bildbereich (s-Ebene) beherrschen, konnen wir uns im folgenden auf
das Aufstellen der Ubertragungsfunktion G(s) beschrinken. Sie lautet fiir das
Blockschaltbild in Abb. 6:
1 .
- Ubertragungsfunk-
X a (S) 1 1-K tion der Mitkopp-
G(S) = = = lungsschaltung

Dieses System wird ebenfalls wieder mit einem Sprung beaufschlagt, nun aber
allgemein mit der Sprungamplitude X (. Dieser Eingangssprung 146t sich wieder

mit Hilfe des Einheitssprungs G (t) von 0 auf 100% darstellen:
Xe(t) = X0 - O(1)

Der Ausgleichswert X, = lim X, (t) fiir t — oo folgt aus dem Endwertsatz
t—> o

. Mit den Zahlenwerten

der Laplacetransformation: X, = Xg

1-K
T=25secund K=0bzw. K=K, = 0.5 ergeben sich fiir die jeweilige Ubertra-
gungsfunktion als Pol die Werte

s) =—00 = — I/TO = —1/25-sec = —0.4-sec”| (ohne Riickkopplung)
sowie
s]=—-01= —l/Tl = —1/5.0-sec = — 0.2-sec”! (P-Riickkopplung K = 0.5)

Die Ausgleichswerte liegen bei Xg = lbzw. X| = 2 (Abb.7). Die Lo-

sung der inhomogenen Differentialgleichung 1.0rdnung lautet somit:
t
T/(1-K)

Abb. 7 zeigt die Lage der beiden Ubertragungspole sowie die zugehdrigen
Sprungantworten im Zeitbereich. Der Einfachheit halber wurde bei der Zeichnung

wieder die Sprungamplitude X,y =1 gewihlt.

Eingangssignal ist
Sprung von 0 auf x.,

Ausgleichswert x .,
fir t — oo

Gleichung der
Sprungantwort des
riickgekoppelten
Systems
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s-Ebene T
: \ .J sec Xe Pol wandert in
- j0.2 4o o B Richtung der ima-
giniren Achse
- y l/T R -jo.1 31 : o i ) o —> zunehmende
5 1 Dauer des Ein-
P N .
0.5 -04 -03 -02 -0.1 o /sec ! /T SO
- 11 /,//
\
. . L 02 0 T
0 5 10 15 20 25 t/sec

Abb. 7 Pol des PT;-Systems wandert in Richtung imaginére Achse

Wie man sieht, dauert das Einschwingen auf den Ausgleichswert mit abnehmen-
dem Abstand des Pols zur imaginidren Achse immer ldnger. Laf3t man schlielich
K iiber K = 0.75 nach K = 1 wandern, dann wird dieser Beharrungswert immer
spater oder - im Falle K = 1 - nie erreicht. Die Sprungantwort wéchst also im letz-
ten Fall iiber alle Schranken und wir sind an der Grenze der Stabilitdt angekom-
men. Der Pol liegt im Ursprung (Abb.8) und aus der Ubertragungsfunktion sehen
wir, daf3 es sich um ein ITy-Glied, also einen reinen Integrator ohne Verzogerung
handelt:

Pol im Koordina-

1 tenurs i
— prung fiir
G(S) = T . K=1:
0 System ohne Aus-
gleich (I-Glied)
Stabilititsgrenze!
‘ - : X
s-Ebene jo/sec™! Xa .
. j02 ! K =0.75
Y ST S |
: K=1 K=0.5
05 04 03 2 ta Jsee ! )
K=0 K=05 K=075 | %5 K=0
\
. , L . _-j02 0 T
0 5 10 15 20  25t/sec
Abb. 8 Erreichen der Stabilititsgrenze fiir K = 1, reines unverzogertes
Integralglied (ITo-System)
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10

Erhohen wir K weiter auf Werte groBBer als 1, dann wandert der Pol in die rechte
s-Halbebene und das System wird instabil, wie man an der Losung der Differen-
tialgleichung sieht:

X (t) _ Xe0 | — e T/(1-K) Der Exponent wird fiir K > 1 po-
a B 1-K sitiv und die Exponentialfunktion

iibersteigt alle Schranken (Abb.9):

s-Ebene jo/sec” K =1 (ITo-System)
j0.2 S
0.1
K=1
: ; X
02 -0.1
12502 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
: 0 5 10 15 20  25t/sec

Abb. 9 Instabiles System fiir K = 1.25, Pol in der rechten s-Halbebene

Die Erkenntnisse aus den vorangegangenen Betrachtungen lassen sich folgender-
mafen zusammenfassen:

- Je niher ein Pol innerhalb der negativen s-Halbebene an der
imaginiren Achse liegt, desto spiter wird der Ausgleichswert

(""Beharrungswert") x ,, erreicht.

- Liegt der Pol im Ursprung des Koordinatensystems, dann
wird kein Ausgleichswert erreicht, sondern die Zeitfunktion
steigt geradlinig an - es handelt sich um ein Integralsystem,
ein "System ohne Ausgleich" wie z.B. eine Fiillstandsstrecke.
Dies ist die Stabilitatsgrenze!

- Liegt der Pol in der rechten s-Halbebene, dann wiichst die
zugehorige Zeitfunktion exponentiell iiber alle Schranken,
das System ist instabil.

Instabiles System
durch positiven Ex-
ponenten in der
Sprungantwort

Pol in der
rechten s-Halb-
ebene:

Instabiles Sys-
tem
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1.2

Systeme 2. Ordnung

1.2.1 Systeme mit reellen Polen

Das Verhalten eines dynamischen Systems mit 2 reellen Polen werden sie nun an
der Regelung zweier hintereinander geschalteter Drossel-Speicher-Systeme stu-
dieren, wie sie beispielsweise in der Druckversorgung der Praktika Regelungs-
und Steuerungstechnik zu finden sind. Die Regelung soll hier durch einen stetigen
P-Regler erfolgen, dessen Verstarkung Ky kontinuierlich von positiven ("Gegen-
kopplung") bis hin zu negativen Werten ("Mitkopplung") einstellbar ist (Abb.10).

Z 1+Kpr -K T1 T2 X
— R "Kg -
Kg K S K=1 Regelung des Drucks
_ — in zwei hintereinan-
dergeschalteten
Druckkesseln durch
K S E— einen P-Regler
R
Abb. 10 PT2-System und Regelung mit P-Regler
(Anmerkung: In Versuch 41, "Simulation dynamischer Syseme mit dem PC" haben sie gesehen, dal man zwei direkt
hintereinander geschaltete Drossel-Speicher-Systeme mit gleichen Zeitkonstanten durch zwei hintereinander geschaltete
Blocke mit unterschiedlichen Zeitkonstanten darstellen kann. Davon wird hier Gebrauch gemacht.
Eine andere Moglichkeit wire die Darstellung durch zwei PT;-Blocke mit gleichen Zeitkonstanten, wobei der Ausgang
des zweiten Blocks iiber ein unverzogertes Differenzierglied als Gegenkopplungssignal an den ersten Block zuriickge-
fithrt wird. Diese zweite Moglichkeit verwenden Sie bei der Modellierung des Kreuzbalgreglers)
Wir wollen nur das dynamische Verhalten fiir unterschiedliche Reglerverstiarkun-
gen Ky vergleichen. Aus diesem Grund wird die Stérgrofle z mit dem Faktor Gleichen Ausgleichs-
1 +KR -Kg wert erzwingen, um
multipliziert, so da3 bei allen Reglerverstirkungen Kg immer das dynamische Ver-
Kg halten besser ver-

. . . . . . leich ko
derselbe Ausgleichswert x ., =1 erreicht wird fiir t — oo . Auch hier verzichten A

wir wieder auf das Aufstellen der Differentialgleichung und begniigen uns mit der
Ubertragungsfunktion G(s):

X(s) 1+KR-Kg Kg
G(s) = = : 3
Z(S) Kg T -Tp-s™ + (T1+T2)-s + 1+ KR -Kg

1 + Kp -Kg

T Ty + (T +Ty)s + 1+Kg -Kg

Da wir nur an den Nullstellen des Nenners, also den Polen der Ubertragungsfunk-
tion interessiert sind verzichten wir hier darauf, das konstante Glied des Nenners
zu 1 zu machen, da diese Mallnahme keinen Einfluf} auf diese Nullstellen hat.

Die Regelstrecke weise die Zeitkonstanten T; =1/2sec und T, =1/8 sec auf. Da
es sich um Druckkessel handelt, gilt Kg = 1.
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1.2.1.1 Gegenkopplung, Reglerverstirkung K = 0

Die Charakteristische Gleichung hat die Losungen

1 (11 1 11 Y Ky -
51/2 = - — _+_ i_ —_— - - -
G 2 W, T T T,

= —Oyn

Zunichst lassen wir die Verstirkung Kr von Kg =0 bis zu einem Wert
Kgr = KRAP wachsen, bei dem der Wert unter der Wurzel Null wird und das
System eine Doppellosung, die Ubertragungsfunktion also einen Doppelpol be-
sitzt. Fiir K = 0 besteht keine Riickkopplung und die beiden Pole liegen bei
—1/T, . Wird die Diskriminante bei

Kgr = KRAP zu Null, so liegt der Doppelpol beim arithmetischen Mittelwert der

s]= —0] = —I/Tl und syp = -6 =

Pole des Systems ohne Riickkopplung, alsobeis = —oc =-0.5- (1/ T + 1/ Ty )

Abb.11 zeigt den zeitlichen Verlauf beider Sprungantworten und die zugehorigen
Pole der Ubertragungsfunktion.

<Ebene ' x
jo/sec L Xy
T j10
1.0 -
JS — K=0
y 2
XX /
- 10 -5 G/sect 0.5
-is /
-7 10 0.0 /
0.0 0.5 1.0 L5 t/sec

Abb. 11 Zwei reelle Pole wandern aufeinander zu

Betrachten wir nun die Wanderung der beiden Pole und das zugehdrige dynami-
sche Verhalten des Systems 2. Ordnung. Beim System 1. Ordnung haben wir ge-
sehen, daf} ein Pol, der sich der imagindren Achse ndhert, zu langsameren Ein-
schwingen fiihrt, wéhrend ein sich entfernender Pol das System schneller macht.
Im vorliegenden Fall entfernt sich ein sehr nahe der imaginédren Achse liegender
Pol, wihrend ein weiterer, zunichst vier mal so weit entfernter Pol sich der imagi-
ndren Achse ndhert. Der Einfluf3 des sich entfernenden Pols nimmt aber ganz of-
fensichtlich schneller ab, als der Einfluf} des sich ndhernden Pols zunimmt. Somit
haben wir, wenn beide Pole sich zu einem Doppelpol treffen, das schnellste aperi-
odische Einschwingen des Systems, den "aperiodischen Grenzfall".

Zwei reelle Pole der
Ubertragungsfunk-

tion bei =01 und -6,

Mit zunehmender
Verstirkung wan-
dern die Pole zum
arithmetischen Mit-
telwert ihrer ur-
spriinglichen Lage

Doppelpol:

Aperiodischer
Grenzfall
schnellstmégliches
aperiodisches Ein-
schwingen auf den
Ausgleichswert
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Regelungs- und Steuerungstechnik 13

1.2.1.2 Mitkopplung, Reglerverstirkung Kz < 0

Bei negativem Vorzeichen der Reglerverstirkung Kr < 0 wird wegen des weite-
ren Minuszeichens bei der Summationsstelle (siche Abb.10 zwei Seiten vorher)
die RegelgroBe x insgesamt mit positivem Vorzeichen zuriickgefiihrt. Eine Ver-
groBBerung des Ausgangssignals x hat damit auch eine VergroBerung des Strecken-
eingangs am ersten PT;-System zur Folge. Bedenkt man die obigen Ergebnisse im
Zeitverhalten und bei der Wanderung der Pole, so wird bei sich vergrof3erndem
Kg der ndhere Pol auf die imagindre Achse zuwandern und diese sogar tiber-
schreiten, wihrend der weiter entfernte Pol noch weiter weg wandert. Fiir Kg = -1

wiirde das Eingangssignal des Systems K.

durch das erste P-Glied mit der Uber- 7 ] X

tragungsfunktion (1 + Ky -Kg)/Kg zu . >

Null %esetzt, so daf} es gar nicht erst an PT,-System

die Riickkopplungsschaltung gelangen K<

wiirde. Aus diesem Grunde untersuchen Mitkopplung durch
wir hier ein System, bei dem dieses P- Kr<0

Glied am Eingang fehlt (Abb.12), wie ~Abb. 12 Untersuchung des

dies auch beim riickgekoppelten PT;- Verhaltens bei Mit-

System unter 1.1.1 erfolgte. kopplung

Die Zeitkonstanten der Strecke betragen Ty =0.5sec und T, =0.125 sec.

Die Streckenverstiarkung ist wieder Kg =1. Zundchst wird die Reglerverstir-

kung, ausgehend von Ky = 0, in zwei weiteren Stufen auf Kg =-0.5 und

Kg = - 0.75 vergroBert. Erwartungsgemil wandern die Pole der Ubertragungs-
funktion auseinander und der rechte Pol ndhert sich der imaginéren Achse
(Abb.13). Auch dominiert der Einflu3 des ndher an der imaginiren Achse liegen-
den Pols. Der Ausgleichswert wird immer spéter erreicht.

) ) Xa

s-Ebene ‘o sec ! Xe
i ,M) e 2.0] Nullstellen der Cha-
. rakteristischen Glei-

_ Kg=-05 i2 1.5

chung sind verant-
wortlich fiir die

e -1 ) Eigendynamik eines

e
8 -6 _4 -2 2 o/sec” .
‘ ‘ ‘ ‘ / 2 05 linearen Systems

Kp=-0.75 -j4 0.0
‘ 0.0 0.5 1.0 1.5 tsec

Abb. 13 Annidherung des rechten Pols an die imaginédre Achse

Wihlt man schlieBlich Kz =—1, so liegt einer der beiden Pole im Ursprung der

s-Ebene, aus dem PT,-System ist ein IT;-System, also ein System ohne Ausgleich
mit Verzdgerung erster Ordnung entstanden (Abb.14).
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Dieses IT;-Verhalten 148t sich auch an der Ubertragungsfunktion G(s) unmittelbar

ablesen: Iinertragtzngsfunk-
tion des riickgekop-
1 1
G(S) = = pelten PT,-Systems
S .TI.TZ + S'(T1+T2) S'(T1+T2)- S.Tl'T2 1 fiirKR=-1
T, +T,
1
B S- (Tl +T, ) IT{-System
- T,-T
T, +T,

Die zugehorige Differentialgleichung lautet:

PONELIGN S E ;.Iz(t).dt
T, +T, T, +T,

Abb.14 zeigt die Lage der Pole und das daraus resultierende Zeitverhalten. Zum
Vergleich ist im Zeitdiagramm auch die Sprungantwort eines 1T(-Glieds mit der-

selben Integrationszeitkonstanten TI = Tl + T2 gezeichnet.

ITO /
J_j(i)/sec_ 2.0 /Al
2 1.5 / . .
B : : / S : Einer der beiden

Pole liegt beis=0:

s-Ebene 1 Xe

£o3 . X :
8 -6 -4 -2 : o /sec ! 7
-j2 0.5
S S : BN AR : g B — . Sprungantwort des
-j4 0.0 IT;-Systems
oo 0 05 0 5 tsec

Abb. 14 IT-Glied im Vergleich zum ITy-Glied mit gleicher Integrations-
zeitkonstante

T -Tp
T +Tp
Dies ergibt sich aus der Losung der Differentialgleichung fiir z(t)=o(t) als Ein-
gangssignal:

Die Asymptote des IT;-Gliedes schneidet die Zeitachse bei =0.10sec.

t

x(t) = 0T e_Tl +T, 4| &+ t

(Tl + T2 )2 Tl + T2

Die Asymptote dieses Ausgangssignals x(t) schneidet die Abszisse beim angege-
benen Zeitpunkt.
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In einem letzten Schritt erhohen wir nun die Verstiarkung des Reglers auf
KR =-1.25. Wihrend der linke Pol sp = — 05 noch weiter weg in die linke s-
Halbebene abgewandert ist, liegt der rechte Pol s; = + 61 der Ubertragungsfunk-

tion nun auf der reellen Achse in der rechten s-Halbebene. Damit wird einer der
Exponenten in der Losung der Differentialgleichung positiv und die Zeitfunktion
wéchst iiber alle Schranken (Abb.15).

s-Ebene io/sec ! Xe
R A . . 12 1.5 1.
¢ ‘ ‘ ‘ ‘ % 1.0
-8 -6 -4 -2 2 o /sec !
FE ; -2 i 0.5)-
R ‘ : S 0.0

0.0 0.5 1.0 1.5 t/sec

Abb. 15 Instabiles System durch einen reellen Pol in der rechten s-Halbebene

Die Erkenntnisse aus diesem Kapitel sind im folgenden kurz zusammengefal3t:

Reelle Pole erzeugen immer ein aperiodisches Einschwin-
gen des Systems

- Bei einem reellen Doppelpol schwingt das System am
schnellsten aperiodisch auf seinen Ausgleichswert ein
("Aperiodischer Grenzfall")

- Der naher an der imaginiren Achse liegende Pol bestimmt
im wesentlichen das Zeitverhalten (""dominanter Pol'")

- Je niher ein (dominanter) Pol an der imaginiren Achse
liegt, desto liinger dauert der von ihm verursachte Ein-
schwingvorgang

- Liegt ein Pol im Ursprung, dann liegt ein ""System ohne
Ausgleich mit Verzogerung ", ein I'T;-System vor.

- Liegt wenigstens einer der reellen Pole in der rechten s-
Halbebene, dann wichst die Sprungantwort exponentiell
iiber alle Schranken, das System ist instabil.

Zwei reelle Pole,
einer davon in der
rechten s-Halbebene
= exponentieller
Anstieg der Sprung-
antwort

Instabiles System
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Regelungs- und Steuerungstechnik 16

1.2.2 Systeme mit einem konjugiert komplexen Polpaar Pe“i"‘}?_sﬁ_h sc';Wi‘t"
oo ungsianiges stem
1.2.2.1 Anderung des Imaginiirteils bei konstantem Realteil §, Ogrdnufg Y

Zur Untersuchung des Verhaltens gehen wir wie in 1.2.1 wieder von der Regelung
zweier hintereinander geschalteter Druckkessel aus und sorgen fiir einen von der
Verstarkung Kg unabhingigen Ausgleichswert, indem wir ebenfalls die Storgrofle

) 1 +Kg -Kg o )
mit dem Faktor K multiplizieren. Abb. 16 zeigt nochmals das
S
Blockschaltbild aus Abb.10 fiir die Untersuchung des dynamischen Verhaltens.
I<S
Z p | +Kg Kg T i T X > Gleicher Regelkreis
Kg wie unter 1.2.1, je-
- doch Ky grofier als
0.625

Abb. 16 Blockschaltbild zur Untersuchung des dynamischen Ver-
haltens bei einem konjugiert komplexen Polpaar

Ausgangspunkt ist die Verstirkung Kg =0.5625, bei der die beiden Pole auf das

arithmetische Mittel der Lage bei ungeregeltem System zu liegen kommen (ape-
riodischer Grenzfall). Von dieser Verstiarkung ausgehend erhdhen wir Ky in zwei

Schritten auf KR =1.0 und Kg =5.7. Die Pole wandern dabei von
Vom aperiodischen

s=—-0=-5 Sec_1 iiber Grenzfall bis zum
_1 _1 periodischen Ein-
s=—-0 Tjo = —5sec  =* jSsec bis hin zu schwingen auf den
1 _1 Ausgleichswert
s=—0 tjo = —5sec =t jlOsec .

Als Losung der inhomogenen Differentialgleichung. beim Einheitssprung
z(t) = G(t) als Eingangssignal ergibt sich fiir das konjugiert komplexe Nullstel-

lenpaar s;/, =—0 % jo:

Polpaars bestimmt
die Einschwingfre-

j Imaginirteil des
quenz

_G c .
x(t) =1-ce Gt-(—-sm(o-t + cosm-t
®

Das System schwingt also mit einem Imaginérteil ® nicht mehr aperiodisch, son-  Realteil bestimmt
dern periodisch auf seinen Ausgleichswert ein. Wie man sieht, ist der Imaginir- ~ Dauer des Ein-
teil@ der Pole allein fiir die Frequenz der Schwingung verantwortlich, wihrend schwingvorgangs
der Realteil ¢ allein fiir das Abklingen dieser Schwingung sorgt (Abb.17).
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: : X
‘s-Ebene a
: : Xe
i 10 2.0

: : : Mit zunehmendem
D CEREER i3 LSy Imaginirteil des

‘ ‘ ‘ Polpaars wichst die
Frequenz des perio-

1 : 1.0 dischen Einschwing-
- 10 -5 vorgangs
X} -j5 0.5
1o 0.0 ; ; ;
110 0.0 0.5 1.0 15 t/sec

Abb. 17 Einschwingverhalten bei unterschiedlichem Imaginarteil ® und
gleichem Realteil 6 der Pole der Ubertragungsfunktion

1.2.2.2 Anderung des Realteils ¢ bei konstantem Imaginiirteil o

Nun soll untersucht werden, wie sich das System im Zeitbereich verhélt, wenn die
Schwingfrequenz, also der Imaginérteil o festgehalten wird, wihrend ¢ abnimmt,
das Polpaar also in Richtung imaginire Achse wandert. Nach unseren bisherigen
Erkenntnissen sowie aus der Losung der Differentialgleichung in 1.2.2.1 folgt,
daf} der Einschwingvorgang mit abnehmendem Abstand des Polpaares von der
imagindren Achse immer ldnger dauert. Abb. 18 zeigt dieses Verhalten bei abneh-
mendem Abstand zur imaginédren Achse bis zu dem Fall, daf3 beide Pole auf der
imagindren Achse liegen.

‘ ‘ X .
: s—Ebene o/ sec] a ‘ ‘ ‘ Unverinderter Ima-
Jorsec Xe ‘ ‘ ‘ ginirteil @, abneh-
210 204 L ‘ ‘ mender Realteil c:
‘ . Schwingfrequenz
SRR © )5 L5+ des Einschwingvor-
gangs bleibt gleich,
1.0 Dauer des Schwing-
10 s o/sec”! vorgangs dal!ert.im-
‘ ‘ mer ldnger bis hin
————— ; F-js 0.5 zur ungedimpften
Schwingung
& 0.0 ‘ ‘ :
HK-j10 0.0 0.5 1.0 1.5 t/sec
Abb. 18 Polpaar wandert bei konstanter Schwingkreisfrequenz ® in
Richtung der imagindren Achse
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Diese Bewegung der Pole kann nicht mehr alleine durch die Verstirkung Ky des
Reglers erreicht werden. Vielmehr sind hier auch Mallnahmen an der Strecke er-
forderlich, um dies zu zeigen. Die Erlduterung dieses einfachen Verfahren wiirde
hier aber zu weit fithren und ist erst Thema im Schwerpunkt "Automatisierungs-
technik".

AbschlieBBend lassen wir das konjugiert komplexe Polpaar in die rechte s-Halb-
ebene wandern, verwenden also negative Werte fiir 6. Betrachtet man die Losung
der Differentialgleichung in Kap. 1.2.2.1, so sieht man, da3 bei negativem ¢ die
Exponentialfunktion tliber alle Schranken wichst. Da mit dieser Exponentialfunk-
tion die in der Klammer stehende sinusféormige Funktion (Kreisfrequenz ) ge-
wichtet wird, ergibt das Zeitverhalten eine aufklingende Schwingung (Abb.19).

f\

Polpaar in der rech-
ten s-Halbebene

j(»/sec_1
X X 2.0 A
_ ] Aufklingende
15 15 Schwingungen!
Instabilitit
4 Lo
10 -5 G/sec
VAR
X X %0 0 Lof |1s

Abb. 19 Instabiles Verhalten bei einer Lage der Pole in der rechten s-Halbebene
Als Gesamtergebnis aller bisherigen Betrachtungen 148t sich festhalten:
- Liegen Pole der Ubertragungsfunktion in der rechten s-Halb-

ebene, dann ist das dynamische System instabil.
- Polpaare auf der imaginiren Achse fithren zu ungedimpften

Schwingungen.
- Ein Pol im Ursprung bewirkt Integral-Verhalten.
- Die Imaginirachse ist also damit die Stabilititsgrenze. Nur Sys-

teme, deren simtliche Pole in der offenen linken s-Halbebene

(also ohne Einschluf3 der imaginéiren Achse) liegen, sind stabil.
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2.1
2.1.1

Beurteilung der Stabilitiit eines dynamischen Systems

Die Beurteilung des Zeitverhaltens und der Stabilitét eines linearen Systems ist
sehr einfach, wenn man die Pole der Ubertragungsfunktion kennt. Bedauerlicher-
weise tritt dieser Fall nur sehr selten ein. Hiufiger kennt man die Ubertragungs-
funktion, muf} aber die Pole erst berechnen. Dies ist bei Systemen hoherer Ord-
nung durchaus mit einigem Rechenaufwand verbunden, der zwar heute nicht
mehr diese Rolle spielt, wie noch vor nicht allzu langer Zeit, aber ein geringerer
Aufwand zur Beurteilung der Stabilitét ist trotzdem von Vorteil.

Der weitaus hiufigste Fall aber ist, daB die Ubertragungsfunktion G(s) nicht als
Gleichung vorliegt, sondern das System nur mefBtechnisch mit vertretbarem Auf-
wand erfal3t werden kann.

Im folgenden werden Sie daher zwei Klassen von Beurteilungsverfahren

kennenlernen:

- algebraische Kriterien fiir eine analytisch bekannte Ubertragungsfunktion

- mefBtechnisch gestiitzte Verfahren mit Hilfe der Ortskurve des Frequenz-
gangs und des Bode-Diagramms

Im Rahmen der Grundvorlesung "Regelungstechnik" liegt das Hauptgewicht auf
den algebraischen Verfahren. Die fiir die betrieblichen Praxis, z.B. bei der Inbe-
triecbnahme von Werkzeugmaschinen relevanten mefitechnisch basierten Verfah-
ren werden ausfiihrlich im Studienschwerpunkt "Automatisierungstechnik" be-
handelt.

Algebraische Kriterien
Beurteilung des dynamischen Verhaltens eines Systems 2. Ord-
nung durch den Dimpfungsgrad D

Eine einfache Moglichkeit zur Beurteilung des dynamischen Verhaltens existiert
fiir Systeme 2. Ordnung mit dem Dampfungsgrad D. Im folgenden wird der Zu-
sammenhang zwischen unterschiedlichen Darstellungen der Charakteristischen
Gleichung sowie zwischen der Gro3e von D und der Lage der Pole erldutert.
Die charakteristische Gleichung in der Form

s> T, +sT, +1=0 (1)

habe die Losungen s; und s;. Stellt man die Charakteristische Gleichung mit Hilfe

Beurteilung der Sta-
bilitit:

Algebraische und

melitechnische Ver-
fahren

Darstellung der

dieser Nullstellen in der Form Charakteristischen
Gleichung durch
ihre Nullstellen

(s —58)(s—s,) =0 (2)

dar und bringt sie auf eine Form, bei der das konstante Glied ebenfalls 1 ist, so

gelangt man zu
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+ s 20 4 = 3)

Diese Gleichung kann man so umformen, daf3 beim linearen Glied der
Quotient aus arithmetischem und geometrischem Mittel der Nullstellen
steht.

bosaTiEs)2 @)

1
818, \/Sl'sz'\/sl'sz

Faf3t man diesen Quotienten gemeinsam mit dem Minuszeichen zusammen und
definiert ithn als Ddmpfungsgrad D mit

arithmetisches Mittel der Nullstellen (Sl +s9 )/ 2 Definition des
D = - = —-——, -
geometrisches Mittel der Nullstellen \S] 82 pamniuneseasdesn

so erhalt die Charakteristische Gleichung die Gestalt
Berechnung von D

aus den Koeffizi-

1 1
2
s’ . + s2-D——— + 1 =0 (6) enten der Charakte-
S, *S S-S ristischen Glei-
b b chung:
Ein Vergleich mit (1) fiihrt zur Berech- 1 Tl
nungsvorschrift fiir den DampfungsgradD [) = — . ——— (7)
aus der Darstellung mit den Koeffizienten 2 /T 2
T und T22 : 2
Nun ist vor allem interessant, welchen Zahlenwert der Ddmpfungsgrad D fiir ein
bestimmtes dynamisches Verhalten annimmt, wie aperiodisch kriechend, ge-
dédmpft schwingend usw. Dazu betrachten wir die Lage der Nullstellen in der
komplexen s-Ebene und ermitteln mit der Definition von D in (5) den zugehori-
gen Dampfungsgrad. L.
e
Zwei reelle Pole s; und s, in der linken s-
Halbebene fithren zu D > 1, da der arithme-
tische Mittelwert groBer als der geometrische i D>1: aper. krie-
Mittelwert ist. Das dynamische Verhalten ist X%+ X% chend
. . . Sl == Ul SZ = '02
aperiodisch Kkriechend.
Zwei reelle Pole an derselben Stelle -6y der I D=1: aperiod.
negativ reellen Achse fiihren zu D =1 und | Grenzfall
entsprechen dem schnellstmoglichen aperio- |
dischen Einschwinge.n a}lf einen stationdren Abb. 20 Rein reelles Polpaar
Wert, also dem aperiodischen Grenzfall.
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Wandern die beiden Pole zu einem konjugiert ) ‘j o
komplexen Polpaar in die s-Ebene mit 5 1@ ¢
Re{s1»} =-0, und Im{s;, =% joy) ausein- 0"y
ander, so liegt D zwischen 0 und 1: Der geo- 9
metrische Mittelwert /s, -s, der beiden Pole ist 0<D<1:
gerade der Betrag des jeweiligen Pols - do | 0 Periodisch gedimpf-
s;] = |ss] = +/o; + @] wihrend der nega- L RE AT
tive arithmetische Mittelwert zu 1
—(s, +s,)/2 = o, fiihrt. Das Zeitverhalten fiir X J@ort
dluese Polkonfiguration ist p(?l'lOdlSCh ge- Abb. 21 Konjugiert komple-
dampftes Verhalten. Auf einen Sprung xes Polpaar
schwingt dieses System ein mit der Frequenz ,,
.- . ., —Oqt .
wobei die Schwingung mit e ~© ~ abklingt.
jw Je ndher ein Polpaar an der imagindren Achse liegt, desto
. langsamer klingt also die Schwingung ab, bis schlieBlich
J@o auf der imagindren Achse eine ungedidmpfte Schwingung
vorliegt. In diesem Fall ist der arithmetische Mittelwert der D = 0: Periodisch
Pole gleich Null, so da D = 0 gilt. ungedimpfte
Schwingung, Stabi-
O'> lititsgrenze
i
. Jw D <0 oder
J@o Instabile Systeme: Wenigstens 160X D kon}plex:
ein Pol der Ubertragungsfunkition ~ J&o Instablles.Verhal-
Abb. 22 Rein ima- in der rechten s-Halbebene - ten, aufklingende

ginéres Polpaar

Wird D schlieBlich negativ oder rein
imaginér, so liegen Pole in der rechten
s-Halbebene, also mit positivem Real-
teil 6,. Ein derartiges System ist insta-
bil. In diesem Fall tritt ndmlich eine

. +0,-t .
Funktion in der Form e © auf, die
fiir t — oo {iber alle Schranken wichst.

% asff(’ \
--JapX

ten s-Halbene

Abb. 23 Ein oder zwei Pole in der rech-

D imaginir oder negativ  instabil

Zusammenfassung
D>1 aperiodisches Kriechen
D=1 aperiodischer Grenzfall
1>D>0 periodisch geddmpftes Einschwingen
D=0 ungedampfte Schwingung

Schwingungen oder
exponentieller An-
stieg

WICHTIG!

DIESE TABELLE
MUSSEN SIE JE-
DERZEIT AUS-
WENDIG PARAT
HABEN
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2.1.2 Beurteilung der Stabilitiat aus den Koeffizienten des Nenners der
Ubertragungsfunktion G(s)

Um die Stabilitiit eines dynamischen Systems anhand der Pole der Ubertragungs-
funktion nachzuweisen, ist es nicht nétig, die Lage der Pole zu berechnen. Viel-
mehr kann man bereits den Koeffizienten des Nennerpolynoms von G(s) entneh-
men, ob alle Pole in der linken s-Halbebene liegen.

Generell gilt folgende Aussage:

- . . . . . . Algebraisches Krite-
Ein System ist sicher dann instabil, wenn wenigstens einer der rium fiir Instabilitit

Koeffizienten des Charakteristischen Polynoms gleich Null ist
oder ein anderes Vorzeichen als die restlichen Koeffizienten
aufweist.

Leider gilt die Umkehrung des Satzes nicht, d. h., auch wenn alle Koeffizienten
gleiches Vorzeichen haben, i.a. also positiv sind, kann immer noch eine Nullstel-
le des Polynoms in der rechten s-Halbebene liegen.

Zur Beurteilung, ob die Nullstellen in diesem Fall wirklich links der imaginéren
Achse liegen, haben Hurwitz und Routh im 19. Jahrhundert Rechenverfahren an-
gegeben.

2.1.2.1 Verfahren von Hurwitz

Das Nennerpolynom hat die Form a,, -s" + an_l-sn_1 + ... + a;-s + a,. Hurwitztest fir

Héufig ist ag = 1. Statt dessen kann auch a, = 1 sein. Stabilitit
Aus diesen Koeffizienten wird eine n x n - Matrix gebildet mit folgendem Aufbau:

Dabei werden Koeffizienten,

n deren Index negativ oder gro-
Ber als n ist, mit Null in die
Matrix eingefiigt.

D

n-—1

Hurwitzdetermi-
nante aus dem Cha-
rakteristischen

Aus dieser Matrix werden Polynom

nun alle Hauptabschnittsde-
terminanten D, Do, ...,

5
4
n-3 @n-5 - | p__ | Dy gebildet. Dabei
2 adp—4 - .| versteht man unter den
Hauptabschnittsdetermi-

nanten folgende Unterdeter-
minanten:

n—1 dn-3
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dp-1 4p-3 ap-5

a,_1 a,_ Hauptabschnittsde-
D, = D, = n-1 n-3 D. =
1 = n-1> 2 T a . 3 = |2, adnp ap4 terminanten der
n n-2 Hurwitzmatrix
0 An-1 an-3

U.S.W.

Daraus ergibt sich als Kriterium fiir die Stabilitdt des dynamischen Systems:

Sind alle Koeffizienten und alle Hauptabschnittsdeterminan-
ten positiv, dann liegen alle Nullstellen des Nennerpolynoms in Stall)lli}tlﬁtsk{itterium
der offenen linken s-Halbebene und das System ist stabil. nach Hurwitz

Aus dem Hurwitz-Kriterium ergeben sich fiir Polynome bis zum Grad 4 folgende

Bedingungen:
n=1: a; > 0, ag > 0 Hurwitzkriterium
bis zu einem System
n=2: a, > 0, a; > 0, ag >0 4. Ordnung
n=3: a, > 0, a, > 0, a > 0, a > 0
( @G -a — 4 'az) >0
n=4: a;, >0, a3 >0, a, >0, a; >0, a5 >0

(a3-a2-a1 - ao-a§ - a12-a4) > 0

2.1.2.2 Verfahren von Routh

Bei der Berechnung der Hauptabschnittsdeterminanten des Hurwitz-Tests miis- .

. . . . . Beurteilung der Sta-
sen Determmantel? hoherer Ordnung durch einen geelg@ten Algorithmus (Hea- ikt nach Routh
viside 'scher Entwicklungssatz) auf Summen von Determinanten 2. Ordnung zu-
rickgefiihrt werden. Dies entfdllt beim Verfahren von Routh, bei dem dieser Al-
gorithmus bereits implizit enthalten ist, so dall nur zweireihige Determinanten zu
berechnen sind.

Ausgangspunkt ist wieder das Charakteristische Polynom, also der Nenner der
Ubertragungsfunktion G(s), in der Form

n n—1

a., S + an_l's + ... + al-S + ao.

n
Aus den Koeffizienten dieses Polynoms werden die ersten beiden der n+1 Zeilen
des Routh-Schemas gebildet. Beide Zeilen haben eine Spalte mehr, als die ganz-
zahlige Division n DIV 2 angibt, z.B. bei einem Polynom 5. Grades ergeben sich
(5 DIV 2) +1=2+1=3 Spalten.
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2.2

Hat der letzte Koeffizient der zweiten Zeile den Index -1, so wird fiir diesen Ko-
effizienten a_1 der Wert 0 eingesetzt. (Dieser Fall kommt bei Polynomen gerad-

zahliger Ordnung vor).

s |ap dp—2 Aap4 dp¢
-1
s dp1 ap-3 Aap5 Aadp7y
Sn—2 b, b, b, by Di.e Elemente c!er ngchfolgendgn '
n-3 Zeilen werden jeweils als zweirei-
s €1 ) C3 C4 -+ hige Determinanten aus den beiden
dariiberliegenden Zeilen berechnet.
Dabei verringert sich die Zahl der
Elemente pro Zeile um eins.
2 ) . .
S P1 P2 Die Determinanten werden jeweils
gl qi aus den beiden Elementen der ersten
0 Spalte und der Spalte rechts vom
S n zu berechnenden Element gebildet:
bl _ _L‘ a, ady 0 : b= 1 an dn_4
dp-1 [3p-1 Ap-3 2 An-1 |An-1 an-5 "
a a
Cl = _L n-1 n-3 R Cr= — 1 . al’l—l a1’1—5
bl bl b2 2 bl b1 b3 >°

Haben alle Koeffizienten in der ersten Spalte des Routh-Schemas
das gleiche Vorzeichen, dann liegen alle Nullstellen des Charak-
teristischen Polynoms in der offenen linken s-Halbebene.

MefBtechnisch gestiitzte Beurteilung der Stabilitiit eines geschlos-
senen Regelkreises aus dem Frequenzverhalten des aufgeschnit-
tenen Kreises

Bei den algebraischen Stabilititskriterien nach Hurwitz und Routh muf3 die
Ubertragungsfunktion des geschlossenen Regelkreises bekannt sein. Dies ist bei
Regelkreisen, wie sie in der Praxis vorkommen, nicht immer der Fall. Viel leich-
ter dagegen kann man hiufig den Frequenzgang der Hintereinanderschaltung aus
Regler und Strecke, den "aufgeschnittenen Regelkreis", messen.

Bildung der ersten
beiden Zeilen des
Routh-Schemas

Berechnung der
Elemente ab der
dritten Zeile

Stabilitiatskriterium
nach Routh
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In dieser Anordnung legt man an den Fiihrungsgrof3eneingang w ein Signalge-
misch, das alle Frequenzen enthilt, ein sogenanntes "weifles Rauschen". Das am
Streckenausgang ankommende Regelgrofensignal x(t) kann man mit einem Fre-
quenzanalysator (Spectrum-Analyzer) beziiglich der Amplitude und Phasenlage
der einzelnen Frequenzanteile vermessen, mit dem Eingangssignal vergleichen
und damit den Frequenzgang des aufgeschnittenen Regelkreises

Go(w) = GRr(jw)eGg( jm) auf dem Bildschirm oder einem Plotter aufzeichnen.

Diese Moglichkeit ist bei modernen Antriebssteuerungen, wie etwa der Sinume-
rik 840D, standardmaBig fiir die Inbetriebnahme als Werkzeug enthalten.

Storgrofe z(t)
Regler Regelstrecke  po oo
Fiihrungs- o it )g Mefitechnische Er-
groBe w(t) y(t X mittlung des Fre-
GR (S) G S(S) - quenzgangs mit Hil-
- fe eines weiflen
Rauschsignals

aufgeschnittener Regelkreis

))

Abb. 24 Aufgeschnittener Regelkreis - Ermittlung des Frequenzgangs

Weilles Rauschen stellen Frequenzanalysatoren in der Regel als Signalquelle zur
Verfligung. Aus dem Verlauf der Frequenzkennlinien des aufgeschnittenen Re-
gelkreises kann man auf das Verhalten des geschlossenen Regelkreises schlie-
Ben. Untersuchungen des Frequenzgangs Go(jw) = GR(jw)eGg(jw) liefern dabei

nicht nur eine Aussage iiber die Stabilitdt des geschlossenen Regelkreises, son-
dern dartiber hinaus auch noch wichtige Informationen iiber das dynamische
Verhalten.

Wegen dieser universellen Einsatzmoglichkeit und der einfachen Anwendung
haben die auf den Frequenzkennlinien basierenden Verfahren weite Verbreitung
bei der Anwendung in der Praxis gefunden. Die folgenden Betrachtungen be-
schrianken sich aber nur auf die Beurteilung der Stabilitét.

2.2.1 Ortskurve des Frequenzgangs und Stabilititskriterium von Nyquist

Hier sollen nur einfache Regelkreisglieder betrachtet werden, deren Hintereinan-
Ortkurve des Fre-

derschaltung auf Systeme fiihrt, die stabil sind oder zusétzlich hochstens zwei I- quenzgangs und
Glieder beinhalten. Stabilitiitskriterium
von Nyquist
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Regler Strecke

Z
Das Strukturbild des geschlos- X e X Geschlossener Re-
u g %{f— GR(SD LJ)— GS(S) gelkreis

senen Regelkreises zeigt Abb.25:

Abb. 25 Blockschaltbild zur Untersuchung
des Fiihrungs- und des Storverhaltens

Die Ubertragungsfunktionen zur Untersuchung des Stor- und des Fiihrungsver-
haltens unterscheiden sich nur durch den Term im Zéhler:

Ubertragungsfunktion

Fithrungsverhalten Storverhalten Ubertragungsfunkti

onen fiir die Unter-
. suchung des Fiih-
GW (S) = X(S) = GR GS GZ (S) = & = L rungs- und des Stor-
W(s) 1+Gy - Gg Z(s) 1+Gy - Gg verhaltens

In beiden Fillen lautet das Nennerpolynom N(s)=1+Gy - G . Das Produkt

Gy -Gy ist die oben erwiihnte Ubertragungsfunktion des aufgeschnittenen Regel-

kreises, die fiir s = jo zu dessen Frequenzgang wird.

Falls fiir eine bestimmte Frequenz () der Ausdruck Gy -Gg = —1 wird, ver-

schwindet der Nenner des geschlossenen Regelkreises - der Frequenzgang wird

unendlich. Das bedeutet, da3 ohne Eingangssignal w ein endliches Ausgangssig-

nal x vorhanden ist, ndmlich eine periodische, ungeddmpfte Schwingung mit der

Kreisfrequenz w(. Aus der Gegenkopplung ist bei dieser Frequenz also eine Mit-

kopplung geworden:

Die ungeddampfte Schwingung wird auch anschaulich klar, wenn man folgendes

bedenkt:

Nehmen wir zunéchst an, der Regelkreis sei im Riickfithrzweig aufgeschnitten

und am Eingang w liege ein sinusformiges Signal mit dieser Kreisfrequenz o) an.

Regler Regelstrecke
Ay s
4>

Ortkurve des Fre-

W(t) = / quenzgangs und

> Stabilititskriterium

von Nyquist

Abb. 26 Zur Erlduterung des Nyquistkriteriums

Die Sinusschwingung des Ausgangs x ist gegeniiber dem Signal e am Eingang des

Reglers um 180° phasenverschoben und hat die gleiche Amplitude.
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Regler Regelstrecke Mitkopplung durch
\/\ (t) Phasenverschiebung
X um 180°
0= Ha,0] Jau[Y

Ungediampfte
Schwingung bei
Eingangssignal
w=0

Abb. 27 Mitkopplung durch Phasenverschiebung um 180°

Wird nun dieses phasenverschobene Signal mit negativem Vorzeichen an die
Summationsstelle von Regelgrofe x und Fiihrungsgrofle w geleitet, so kann man
die FlihrungsgréBe zu Null machen, da dieses Signal vollig ersetzt wird durch x.
Der Regelkreis schwingt ungeddmpft bei dieser Frequenz.

Ist aber der Betrag des Produkts |GR -GS| > 1 bei gleicher Phasenverschiebung
um 180°, so ist das Eingangssignal sogar grof3er, als es zur Aufrechterhaltung
der ungeddmpften Schwingung nétig wire: Die Regelgrofle x wéchst iiber alle
Schranken - das System ist instabil.

Um die Stabilitdt des geschlossenen Regelkreises zu beurteilen, muf3 also der
Frequenzgang G, = Gy -Gg aufgezeichnet werden. Beim folgenden Beispiel

der Regelung einer PT3-Strecke mit einem P-Regler mit der
;3 (T = 1 min) ist Go(jo) fiir die
(s-T+1)

drei Reglerverstirkungen KR 1 = 6, Kpo = 8 und KR 3 = 10 aufgetragen. Im

Streckeniibertragungsfunktion G(s)=

rechten Diagramm ist der Bereich in der Néhe von -1 vergroBert dargestellt.

Verlauf der Orts-
0.5 - - - —Kkurve des offenen
Regelkreises bei -1

Abb. 29 Ortskurve des Frequenzgangs Abb. 28 VergroBerung des Bereichs um -1
fiir wachsende Kreisverstirkung
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Fiir wachsende Kreisfrequenzen w 148t die Ortskurve des aufgeschnittenen
Regelkreises fiir Kp = 6 den Punkt -1 links liegen. Im Falle von Kr = 8 geht die

. ] Ungedimpfte
Ortskurve durch den Punkt -1 auf der reellen Achse und fiir KR = 10 liegt dieser Schwingung des
Punkt rechts von der Ortskurve. geschlossenen

Regelkreises , wenn
die Ortskurve des
offenen RegelKkreises

Verhalten des Sys-
tems beim geschlos-
senen Regelkreis

Die Impulsantworten des geschlossenen Regelkreises fiir die drei Reglerver- den Punkt -1
starkungen zeigt das folgende Diagramm: schneidet

I 3
R R R
R i ,,,,, S

4

Abb. 30 Verhalten des geschlossenen Regelkreises fiir die drei Kreisverstér-
kungen

2.2.2 Bodediagramm

Die Beurteilung der Stabilitdt und die Optimierung des dynamischen Verhaltens
einer Anlage (z.B. einer Werkzeugmaschine) mit Hilfe des Bodediagramms ist
das wohl wichtigste Hilfsmittel fiir die Praxis. Aufgrund der stark begrenzten
Zeit fur das Fach Regelungs- und Steuerungstechnik muf} dieses Thema leider
ausgeklammert werden. Es wird aber sehr ausfiihrlich im Studienschwerpunkt
"Automatisierungstechnik" behandelt und setzt die in der Grundvorlesung "Rege-
lungs- und Steuerungstechnik" erworbenen Denkweisen und Fertigkeiten fiir das
Verstdndnis voraus.
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3.1.1

3.1.2

Aufgaben zur Beurteilung des dynamischen Verhaltens und der Stabilitiat
Druckregelung in einem verfahrenstechnischen Prozef}

Zwei liber Rohrleitungen miteinander verbunde-

ne Druckspeicher sollen den Druckverlauf fiir Zuleltung Zulelmng Verbraucher \
einen Verbraucher glitten, auch wenn gréBere P
Schwank‘ungen in der Druckve'rsorgung ‘p e auf- Druck. Druck.

treten. Die nebenstehende Abbildung zeigt das speicher 1 speicher 2

Schema dieser Anlage. Die Ubertragungsfunk-
tion dieser Strecke hat die Form

_PR® 0.81

S\ -
P.(s)  16.00min?-s% + 19.72min-s + I

Ist dieses System fiir sich allein periodisch schwingungsfahig? Begriinden Sie Thre Antwort!

Die Entnahme von Druckluft durch den Verbraucher wirkt als Stérung z(t). Zur Konstanthaltung
des Drucks p, im 2. Kessel wird ein P-Regler mit der einstellbaren Verstirkung Ky vorgesehen.

Das dynamische Verhalten beschreibt folgende Ubertragungsfunktion:

RACE 0.81

z Z(s) 16.00min2-s2 + 19.72min-s + 1+081-Kp

Um die stationdre Abweichung bei einer hundertprozentigen Verbraucherstérung bei 2% zu halten
wird eine Verstirkung von K =48.7 eingestellt. Beurteilen Sie mit Hilfe des Dampfungsgrades

D das Schwingungsverhalten (aperiodisch kriechend, aperiodischer Grenzfall usw.)
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3.1.3 Begriinden Sie, ob dieses System instabil werden kann, wenn man eine andere Verstiarkung
K einstellt.

3.1.4 Verbesserung des dynamischen Verhaltens
3.1.4.1 Welchen Reglertyp schlagen Sie vor, wenn das bisherige stationéire Verhalten mit seiner Abwei-

chung von 2% bei einem Sprung des Verbrauchers auf Vollast beibehalten, das dynamische jedoch

verbessert werden soll? Geben Sie auch dessen Differentialgleichung und die Ubertragungsfunktion
an.

Reglertyp:

Differentialgleichung :

Ubertragungsfunktion:

3.1.4.2 Berechnen Sie den betreffenden Reglerparameter fiir die beiden Félle, daf3
- der Dampfungsgrad D = 0.8 betréigt

- der Druck p, nach einem Sprung der Storgrofe z gerade aperiodisch auf den stationdren End-
wert einschwingt.
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Beurteilung der Stabilitit dynamischer Systeme
Welche der unten angegebenen Systeme sind stabil und welche sind instabil? Unterstreichen Sie
die zutreffende Eigenschaft und begriinden Sie Ihre Entscheidung!

System 1: 5-%x,(t) + x,(t) = 3-x.(1) stabil instabil
1

System 2: Gy (s) = stabil instabil

Y W) s + 6.5 + 18

System 3: X(t) + 16-x(t) = K-z(t) stabil instabil

System 4: G,(s) = 3 stabil instabil

85 +3-s°+2-s+1

Begriindungen:

System dritter Ordnung - dynamisches Verhalten

Gegeben sei folgendes System 3. Ordnung (Storiibertragungsfunktion der Temperaturregelung eines
Riihrkessel-Reaktors):

32-Tyg -s% + 85

Gz(5) = 2 3 2
Tir -100sec™-s™ + TR -25sec-s™ + 10-Kp -Tjg *s + 5

Tir und Kp sind die Parameter des verwendeten PITy-Reglers. In der obigen Funktion treten neben
den Zahlenwerten keine Einheiten auf, da die Werte normiert sind.

Bestimmen Sie den Zusammenhang zwischen den Reglerparametern Tir und Kp so, dal3 der Regel-
kreis nach einer sprungférmigen Anregung (periodisch oder aperiodisch) abklingend auf den Behar-
rungswert einschwingt.
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3.4

Regelung des Wasserstandes an einem
FluB3kraftwerk

Der Wasserstand des Oberwassers an einem
FluBBkraftwerk wird mit der nebenstehenden
Anordnung geregelt:

Die Strecke selbst besitzt IT-Verhalten. Der Regler,

Stellantrieb

yye
/

_I_——
E _Hydrat
likol
kolben

bestehend aus Stellmotor (= I-Verhalten) und inter- ( ]Schwimmer
ner nachgebender Riickfithrung (DT;-Glied) stellt Oberwasser
insgesamt einen PI-Regler dar. Als Fiihrungsiibertra-

gungsfunktion ergibt sich fiir den gesamten Regel-

kreis:

Verstellba-
res Wehr

X(s) Tps + 1

Wis) T Ty Tps + Tg-(Tg +Tp)s> + Tp-s + 1
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Ist der Regelkreis fiir positive Parameter Tg (Strecke), Tr und Tp (Regler) stabil?
Welchen Einflull haben Tg und Ty auf die Stabilitdt und warum?
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Riickmeldung zum Lerntext

""Zeitverhalten und Stabilitit linearer dynamischer Systeme"
SS 2004

Sehr geehrte Studentinnen und Studenten,

bitte helfen sie uns, diesen Text weiter zu verbessern und neue Texte von vornherein noch besser
verstandlich fiir Sie zu gestalten. Um Thnen die Formulierung zu erleichtern sind einige Sitze ange-
fangen, die Sie mit Ihren eigenen Gedanken ergénzen konnen. Sie miissen diese angefangenen Sétze
aber nicht unbedingt verwenden, wenn Sie lieber vollig frei Ihre Gedanken, in welcher Form auch
immer (z.B. Stichpunkte), niederlegen wollen.

- (Lt

Bei diesem Lerntext hat mir besonders gefallen ...

Vielen Dank fur Ihre Mithilfe!

Besser verstanden hitte ich, wenn ...

Weiter mochte ich anregen ...
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