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Vorbemerkungen

Digitale Systeme ersetzen zunehmend die klassiche Analogtechnik. Dies ist auch in der
Regelungstechik nicht anders. Die Vorteile der Digitaltechnik sind iiberzeugend: Sys-
temgroRen verindern sich nicht mit der Zeit und aufgrund duBerer Einfliisse. Anderun-
gen von Parametern erfolgen durch einfache Anderung eines Speicherinhalts, ja sogar
Strukturdnderungen im Regelkreis, etwa der Einbau eines bislang nicht vorhandenen
Integralanteils im Regler oder eine gezielten Signalaufbereitung durch Frequenzfilter
148t sich ohne aufwendige Anderung der Hardware erreichen, indem ein neues Pro-
gramm in den Speicher des ProzeBrechners eingespielt wird.

Die Nachteile der digitalen Verfahren, insbesondere die Periodizitit der Algorithmen
beziiglich Frequenz der verabeiteten Signale, mufl man aber kennen und beriicksichti-
gen, um nicht von Fehfunktionen iiberrascht zu werden.

Diese Eigenheiten digitaler Signalverarbeitungen beurteilen zu lernen ist Ziel des vor-
liegenden Lerntextes. Er soll helfen, den ersten (und schwersten) Schritt in das Gebiet
der digitalen Signalverarbeitung zu machen, so daB3 ein selbstindiges Weiterlernen an-
hand der vielfiltigen einschldgigen Literatur einfach wird.

In unserer analog erlebten Welt lernt man zunéchst die analoge Regelungstechnik mit
thren Methoden wie Laplace- und Fouriertransformation, den Frequenzkennlinienver-
fahren Ortskurve des Frequenzgangs und Bode-Diagramm kennen. Der selbstverstind-
liche Umgang mit diesen Werkzeugen ist Voraussetzung dafiir, diesen Lerntext erfolg-
reich durchzuarbeiten.

Um einen ersten Eindruck von der Arbeitsweise digitaler Filter zu gewinnen wird zu-
nichst ein allen bestens bekanntes PT;-Glied betrachtet, das, vom Standpunkt der Sig-
nalverarbeitung aus gesehen, ein Tiefpalfilter darstellt. Zur Festigung von Bekanntem
und Erweiterung der Betrachtung wird die Entstehung des wichtigen Werkzeugs Bode-
Diagramm und der Zusammenhang mit der Ubertragungsfunktion G(s) veranschaulicht.
Begriffe wie Amplitudengang und Grenzfrequenz sowie das Frequenzverhalten eines
analogen Systems werden spitestens in diesem Abschnitt zur Selbstverstindlichkeit.

Anschlieend wird in der Differentialgleichung des analogen Tiefpasses der Differen-
tialquotient durch den Differenzenquotienten mit dem endlichen Zeitintervall At er-
setzt und daraus ein einfacher rekursiver Algorithmus fiir einen digitalen Tiefpal} ent-
wickelt. Zur Vertiefung des Verstindnisses fiir digitale Systeme erfolgt die Untersu-
chung des Verhaltens im Frequenzbereich iiber den Zeitbereich durch Aufschaltung
einer sinusformigen Anregung und Untersuchung des Filter-Ausgangssignals. Dabei
stellt sich heraus, daB} ein Digitalfilter im Gegensatz zum Analogfilter einen periodisch
wiederkehrenden Frequenzgang aufweist und nur fiir Frequenzen, die unterhalb der der
halben Abtastfrequenz 1/(2- At) liegen, einigermaBen mit dem Analogfilter iiberein-

stimmt.
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Da das digitalisierte Signal, das nur aus einer Treppenfolge besteht, die analoge Welt
der Aktoren ansteuert, mufl daraus auch wieder das ,,glatte* analoge Signal zuriickge-
wonnen werden.

Nach diesem vereinfachten Einstieg in die Denkart digitaler Systeme, speziell rekursi-
ver Systeme, wird aufbauend auf die Kenntnisse analoger Systeme im Zeitbereich das
wichtige (und leider eher selten anschaulich verstandene) Faltungsintgral hergeleitet
und als Grundlage fiir eine weitere Klasse von Filtern eingesetzt, die im Gegensatz zu
den rekursiven Filtern eine Impulsantwort endlicher Dauer besitzen. Wihrend die re-
kursiven Filter daher auch den Zusatz IIR (Infinite Impulse Response) haben, spricht
man bei den nun behandelten Systemen von FIR-Filtern (Finite Impulse Response).

Mit dieser Hinfiihrung zu den IIR- und FIR-Filtern ist ein Grad der Vertrautheit mit sol-
chen Systemen erreicht, der es erlaubt, durch systematisches Vorgehen auch die Unter-
schiede im Detail verstehen zu konnen.

Die Tatsache, daf beim Digitalfilter die halbe Abtastfrequenz die gleiche Bedeutung
hat, wie beim Analogfilter Frequenzen gegen Unendlich, legt die Vorstellung nahe, daf3
nicht nur der unendlich ferne Frequenzpunkt auf die endliche Frequenz 1/2At abgebil-
det, sondern die ganze ,,analoge Frequenzachse* beim Ubergang zu digitalen Systemen
gestaucht wird. Dies hat zur Folge, da8 z.B. die Grenzfrequenz des digitalen Tiefpasses
zu niedrigeren Frequenzen hin gewandert ist. Eine zur Darstellung analoger System mit
Bodediagramm sehr @hnliche Beschreibung digitaler Systeme, die vertrauter erscheint
als die bei digitalen Systemen iibliche z-Transformation, liefert Dimensionierungsvor-
schriften, die es erlauben, analoge Filter in dazu dquivalente Filter umzuwandeln.

Abschlielend wird eines der wichtigsten Werkzeuge der Dynamik, die Fouriertransfor-
mation, anschaulich hergeleitet und im Zusammenhang mit digitalen Systemen die dis-
kreten Fouriertransformation DFT daraus entwickelt. Falls die Anzahl der Frequenz-
punkte eine Potenz von 2 ist, reduziert sich die Anzahl der Rechenoperationen drama-
tisch und es wird aus der DFT die ,,schnelle Fouriertransformation FFT (Fast Fourier
Transform).
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Signale im Regelkreis

Um in einen Prozel} gezielt eingreifen zu konnen bedarf es Stellglieder, die auf
bestimmte Groflen des Prozesses wirken. So konnen etwa Piezo-Aktoren die ra-
diale Lage einer Welle Am Ort eines Lagers beeinflussen (Abb. 1). Der Aktor
wird angetrieben durch ei-

nen Verstirker, dessen Verstirker Realer ProzeB

Ausgangsspannung im Aktor z.B. Analoge Aktoren
Berfichgmfhrerer lglundert vt > I I Eviot I beeinﬁgussen den
VOlt liegt und dle gesteu— Stelleinrichtung Rotationsachse Prozess

ert wird durch ein Ein-

gangssignal im Bereich 0

bis 10V. Der Verstirker

bezieht sein Eingangssig- o

nal von einem Digital- L - 15: féfifg <

Analog-Wandler, der das

Ergebnis des Regelalgo-

rithmus im Digitalregler, ?Fﬁhrungsgréf:’)e

das als Zahl vorliegt und

die Stellgrofle darstellt, in

die fiir die Stelleinrich- Abb.1 Beeinflussung des Prozesses durch den

tung erforderliche analoge Regler mit Hilfe von Aktoren

Grofle umwandelt. Digitale StellgroBen

werden in analoge
umgewandelt und

Um geeignet auf die Zustandsgréen Einflul nehmen zu konnen, muf} der Reg- ¢ .
geeignet aufbereitet

ler den momentanen Zustand kennen. Sensoren erfassen einige dieser Zustands-
groBen, z.B. die radiale Lage einer Welle. Das Signal wird verstéirkt und analog
aufbereitet, also zum Beispiel in ein Normsignal zwischen 0 und 10 V umge-
wandelt (Abb. 2).

Verstirker Realer Prozef Verstirker
D/A- Aktor _ zB. Sensor analoge
u = ——m=| Radialschwingung B2 - || Signalauf- | — g
Wandler Pi '/Llsigl cller einer indukiiver bereitung
. B — Rotationsachse —r . . AnalOge MeBSignale
Stelleinrichtung Mefeinrichtung miissen in digitale
Signale gewandelt
werden
Digitale
L - -
Regelung
?Fijhrungsgréﬁe

Abb. 2 Erfassung und Aufbereitung von ZustandsgroBen durch die MeBein-
richtung
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Diese zur MeB3grof3e analoge Spannung wird einer weiteren Verarbeitung unterzogen,

bevor der digitalen Regler aus ihr nach Vergleich mit der Fithrungsgrofe eine digitale
MeBsignale miissen  Stellgrofe mit Hilfe des Regelalgorithmus erzeugen kann. Dazu wird der zur MeBgro-
vor der Verarbei- e analoge Spannung zu diskreten Zeiten im Abstand At zunichst durch einen Ana-
tung in einem Re-  Jog-Digitalwandler in eine Zahl umgewandelt. Der Einfachheit halber sei angenom-
gelalgorithmus ge- o 448 diese Wandlung in vernachlissigbar kurzer Zeit zu denjenigen Zeitpunkten

ignet aufbereitet . ... ]
s:,g:,lge; uiberette erfolgt, zu denen der Abtastkontakt in Abb. 3 kurzzeitig geschlossen ist.

Verstirker Realer Prozef3 Verstirker
DI/A- Aktor . zB. Sensor analoge
. = |,z || Radialschwingung CozBo —| Signalauf- |
Wandler Piezo-Steller einer {,3;‘:5;‘“‘;1 bereitung
. . Rotationsachse . .
Stelleinrichtung MeBeinrichtung
Dicital Digitale Signal- Abtaster
S - 1g1]ta ¢ e | verarbeitung | Jspeicher jug——" Wiﬁl-er <
cgelung (Filterung)
?Fﬁhrungsgrdﬁe

Abb. 3 Abtastung, Speicherung und digitale Aufbereitung des MeBsignals

Diese Abtastwerte miissen jeweils so lange gespeichert werden, bis nach der Zeit At
der néchste Abtastwert vorliegt.

Unerwiinschte Sto-

rungen miissen

durch digitale Filter

unterdriickt werden 1y, 51]gemeinen ist das MeBsignal durch Storungen verfilscht. Daher muf es in
geeigneter Weise von den Storungen weitgehend befreit, also ,,gefiltert” werden.
Diese Filterung lieB3e sich zwar im Prinzip auch bereits vor der Umwandlung in
zeitdiskrete Abtastwerten erledigen, jedoch bietet die Verlagerung auf die Seite nach
der Abtastung gewaltige Vorteile: Ein digitales Filter, das ebenso wie der Regler als
Algorithmus vorliegt, verindert seine Eigenschaften weder aufgrund von Umweltein-
fliissen, wie Temperatur oder Feuchtigkeit, noch aufgrund von Alterung, da die Filter-
koeffizienten Zahlenwerte sein, die in einem ROM abgelegt sind, und nicht
Kapazititen, Widerstiinde oder Operationsverstirker. Die Resonanzfrequenz eines
analogen Schwingkreises wandert, die eines digitalen nicht.

1.1 Beseitigung von Storungen im Sensorsignal durch Filterung

Prof. Dr. Hicht 8/91 30.06.2008 18:19
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Abb. 4 zeigt ein periodisches Sensorsignal, das durch Stérungen so verfilscht
ist, daB3 man das Nutzsignal nicht zu erkennen vermag. Nach der Filterung sind
die Storungen weitgehend beseitigt und das Nutzsignal nach einem Einschwing-
vorgang wieder hergestellt.

Storung
i Signalver- Beseitigung storen-
—»Sensor [0 - > lejr_tl’e””ng = der Frequenzen
Gestortes (Filterung) Gefiltertes durch einen digita-
Nu tzsignal Si gna] len BandpaB
AIRITRTIRTR
S T T T T 0'5' I ﬂnlu /W' n
ool LLALALARATARALLRAL] 1 A
i
IERTHTNER
15 J L k ‘ |
Abb. 4 Filterung eines durch Storungen verfilschten Sensorsignals
1.2 Analoge und digitale Filterung - Gemeinsamkeiten und Unterschiede
Analoge Filter als
Um Gemeinsamkeiten und Unterschiede zwischen analoger und digitaler Filte- ~ Grundlage zur Ent-
. .. . wicklung digitaler
rung zu studieren werde ein einfacher RC-Tiefpal} betrachtet. Filteralgorithmen
1.2.1 Beschreibung des analogen Tiefpasses 1. Ordnung im Frequenzbereich
Drossel Ohmscher
(z.B. Zuleitung) Widerstand R
Eingangs- Kessel-
druck u driscske X ° | I °
Stromungs- Eingangs- Kondensator Ausgangs-
widerstand R Kessel spannung u Kapazitiit Commm spannung x
Kapazitit C
o o
Abb. 5 PT;-System wirkt als TiefpaB3 Ubertragungsfunk-
.y . . . tion eines analogen
Die Ubertragungsfunktion des (analogen) Tiefpasses G ,p hat die Form Tiefpasses
1
Garp(s) = ————
ATP s-R-C + 1 (1)

Fiir technisch-physikalische Kreisfrequenzen s = jerhilt man den Frequenz-
gang G(j- ), der sich fiir ® von 0 bis oo als Ortskurve des Frequnzgangs dar-

stellen 14Bt. Trennt man die Amplituden- und die Phaseninformation und stellt
den Amplitudenverlauf in doppelt- und den Phasenverlauf in einfachlogarithmi-
schem MaBstab dar, so erhélt man das Bodediagramm mit dem Amplitudengang
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a=20"|Gp(i-®)| = - 10-1og((oo.R.c)2 + 1) 2)
und dem Phasengang

b= arc(Gpp (j-0)) = —arctg(w-R-C) 3)

Aufgabe 1 Berechnen Sie allgemein aus (1) den Amplitudengang

G atp(j-®) = [Garp(j-2-7-) und stellen Sie diesen Amplitu-
dengang (also ohne den Betrag zu logarithmieren und mit 20 zu
multiplizieren) fir T = R-C = [1/(2-%-0.2)]- seciiber der
Frequenz f (lineare Teilung) bis f = 2Hz auf.

Dreidimensional

e Darstellung . . o . .

it B i G Dieser Amplitudenverlauf ergibt sich aus dem Gebirge |G ATP (s)| tiber der komplexen
Ubertra- ,Frequenz® s =6 + jmals Schnitt der Ebene, die von der j- ® -Achse und der
gungsfunktion G arp (s)( -Achse aufgespannt wird. Man kann sich dieses Gebirge als elastische Gum-

IG(s)l = IG(c+jmw)

Amplitudengang verantwortlichen Real-
als Schnittkurve
zwischen dem

: ‘T 05 :

Ilfr}l((;)(li-(ge})(l}zifl Schnittfliche vorne ist ////////////////

. ~  der linear aufgetragene ///;;;%////

j2nf-Ebene Frequenzgang %f/f///f/[////f/f/// //////////
G(j-2-7-f) f%””%/g//////////

mihaut vorstellen, die auf allen Seiten im Unendlichen in der s-Ebene festgeheftet ist
und die auf der negativ-reellen Achse bei der Kreisfrequenz
s = —0,=—-2-n-f, = - 1/(R-C) durch einen senkrechten Stab im Unendlichen

aufgespannt wird. Abb.
6 zeigt das Gebirge, wo-
bei die nach rechts ge-
hende Achse die tech-
nisch-physikalische Fre-

quenz j'f:j«i und
2-n

die Achse nach vorne
den fiir das Abklingver- ; |
halten der Schaltung

teil 2L darstellt. Die

7

28

Abb. 6 Dreidimensionale Darstellung des Frequenzgangs

|G ATP (s)| , Achsteilungen i in Hz
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Abb. 7 EinfluB des Pols bei s =—2-7-0.2-sec” auf den Frequenzgang

|G ATP (j-2- 75)| langs der imagindren Achse, Achsteilungen in Hz

A
T ‘\\\\\\\\\\\\-&:
L

e

—

=

IG(o+jw)l-Gebirge

Wird die imaginire Frequenzachse in logarithmischem Maf3stab eingeteilt und

auf der Ordinate a = 20- log|GATP (j-2-m-f)
fliche in Abb. 6 und Abb. 7 fiir f > 0 das Bodediagramm in Abb. 8.

a/dB \

Grenzfrequenz

10-1

0.2 Hz

Abb. 8 Bodediagramm des Tiefpasses mit Grenzfrequenz 0.2Hz

, so wird aus der vorderen Schnitt-

Doppelt logarithmi-

sche Darstellung der
Schnittkurve ist der

Amplitudengang im

Bodediagramm

a = 20-logIG(j2xf)l
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Differentialglei-
chung des Tiefpas-
ses 1. Ordung

Néherung durch Er-
setzen des Differen-
tialquotienten durch
den Differenzenquo-
tienten

ergibt die

Differenzenglei-
chung des digitalen
Tiefpasses 1. Ord-
nung

1.2.2 Niherung der Differentialgleichung des analogen Tiefpasses durch eine
Differenzengleichung

Aus der Ubertragungsfunktion (1) des Tiefpasses ergibt sich unmittelbar mit der

Laplace-Transformation die Differentialgleichung

T + x = u 4)
Ersetzt man den Differentialquotienten zum Zeitpunkt t. durch die Ndherung
t.) — x(t,—-A .= .
X(tl) = X, = X( 1) X( i T) — X; Xi1 (5)

AT AT

und das Eingangssignal u(t) durch seinen Abtastwert u(ti ) = u., so erhilt man als

diskrete Ndherung die Differenzengleichung

19

T At

x(t.) = -x\t. —At) + ult.

(t) = 5680 + ——u(t) 6)
oder kompakter geschrieben
mit
(7)
= T und L = At L 1 - K
T + At T + At

\ Aufgabe 2 \ Fiihren Sie die Berechnung zwischen (4) und (6) durch. \
Aufgabe 3 | Ersetzen Sie in (5) die interpolierende Niherung des Differential-

quotienten durch die extrapolierende Ndherung

x(t) = x(t; + A7) - x(t,) S T 05
AT At
und berechnen Sie die extrapolierende Differenzengleichung

X f(xi’ui)

i+1

1.2.3 Blockschaltbild der Differenzengleichung
Das Ausgangssignal x; ergibt sich offensichtlich als Summe des mit L gewichteten
Eingangssignals u; zum selben Zeitpunkt t; und den um die Zeit At zeitlich nach

12/91 30.06.2008 18:19
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hinten verschobenen Ausgangssignalwert, also eines Totzeitsystems. Die Uber-
tragungsfunktion eines solchen Totzeitgliedes mit der Totzeit At hat die Form

e_S'AfE . Sie folgt aus dem Verschiebungssatz der Laplacetransformation. Damit
kann man nun die Differenzengleichung (7) darstellen durch das Blockschaltbild
in Abb. 9.

-S-AT

K (=—|¢

Verzogerung um At

x(t i)
% . >

u(ti) L

Abb. 9 Blockschaltbild des digitalen Tiefpasses

Die Exponentialfunktion eSATkommt sehr hédufig vor und wird daher mit z ab-
gekiirzt:

z = e 8)

Da zur Bildung des neuen Ausgangswerts x. wiederholt das alte, um AT verzo-
gerten Signal X1 verwendet wird, liegt eine rekursive Berechnung vor. Daher

heif3t ein derart realisiertes Digitalfilter ,,Rekursives Digitalfilter*

1.2.4 Frequenzgang des digitalen Tiefpasses

Um Unterschiede zwischen dem analogen und dem digitalen Tiefpal} erkennen
zu konnen, wird nun der Frequenzgang ermittelt. Zwar lie3e er sich auch unmit-
telbar aus dem Blockschaltbild Abb. 9 des digitalen Tiefpasses ableiten. Um
aber einen tieferen Einblick in die Funktionsweise eines Digitalfilters zu gewin-
nen wird nun der unmittelbarere Weg iiber den Zeitbereich beschritten.

1.2.4.1 Herleitung der Ubertragungsfunktion durch Anregung der Differenzen-
gleichung mit einem sinusformigen Signal

Zur Ermittlung des Frequenzgangs, ohne zunichst die Ubertragungsfunktion zu
kennen wie beim analogen Filter, kann man auf die Differenzengleichung ein si-
nusformiges Eingangssignal u(t) mit der Kreisfrequenz ® geben und nach ge-
raumer Zeit, also fiir einen ausreichend hohen Index u(t,), die Amplitude x(t,)
des Tiefpasses durch die Eingangsamplitude dividieren. Damit hat man fiir den
Frequenzpunkt ® den Wert der Ubertragungsfunktion Gprp(jm) des digitalen
Tiefpasses. Eine reelle Sinusfunktion fiir sich ist sehr sprode handhabbar, 1463t

Blockschaltbild der
Differenzenglei-
chung bzw. des digi-
talen rekursiven
Tiefpasses 1. Ord-
nung

Filterausgang x;
wird rekursiv
mit Hilfe des
vorangehenden
Filteraus-
gangssignals x;.
ermittelt

9
,Rekursives
Digitalfilter

Anregung eines
rekursiven Tief-
passes mit einem

...... oo O
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sich aber elegant darstellen als Imaginérteil der komplexen Funktion eI oder

. . . 1 i —J . .
unmittelbar auch durch die Beziehung el (eJ ot _ 7l (MJ . Wir beschreiten nun

... liefert als Aus- -]
gang desFilters ein  den Weg, als Eingangsfunktion u(t) der mathematischen Einfachheit halber den

sinusformiges Sig- . . 10 . . . .
nal mit def gleicghen komplexen rotierenden Zeiger 7@t 24 verwenden. Dieser Zeiger beginnt bei t = 0 zu

Frequenz, aber an-  rotieren. Die Filterausgangswerte x(ti) fiir t; <0 sind Null, ebenso die Eingangssig-
derer Amplitude

und Phasenlage nalewerte u(ti ). Da die Eingangsfunktion nur zu den Abtastzeiten t; =1-At abgefragt

wird, sind nur die Eingangssignalwerte

Statt ,,sproder< ) o

Sinusfunktion Ver- u(ti ) =u; = el Ot _ eJ'm'(I'AT) 9)
wendung eines ro-

tierenden Zeigers

von Bedeutung.

Zum Zeitpunkt t; = i-At = 0 miti=0 nimmt das Eingangssignal den Wert

e = 1 an. Damit und mit der Rekursionsgleichung (7) ist das Filterausgangssignal

zum Zeitpunkt to =0

Xg = K-x_1 + L‘uo = 0+ L-e = L (10)

Berechnung der

Antwort des Sys-

tems auf den rotie-

renden Zeiger

durch wiederholtes

Einsetzen in die Dif- Wiederholtes Einsetzen fiihrt zunéchst auf die Summe
ferenzengleichung

x(n-At) = Xq

= K'Xn—l + L-un = .. =
n n—1 n-2 (11)
K -L-uo + K 'L'ul + K -L[n_(n_z)] +

4+ K Lupofp-enp + K2Leufn—fa-o]

die sich mit dem Summenzeichen darstellen 148t zu

Das Ausgangssignal

146t sich als geome- n i
trische Reihe dar- X =L ¥ K-u__. (12)
stellen i=

Beziehung (12) gilt fiir beliebige Eingangssignale. Setzt man nun den rotierenden
Zeiger (9) in die Summe ein, so entsteht eine geometrische Reihe, die sich mit der
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Summenformel fiir Reihen in geschlossener Form darstellen 1463t:

n . . . g q

_ ' i j o (n - 1) AT Diese geometrische
= L-2K"-e = Reihe LBt sich in
0 geschlossener Form
. ) . . darstellen.
-@-n-AT n i —jowli-At
= el . L-YK'.e) (i-At) - (13)
0 Aufspaltung in die

. beiden Fakt
. (n+1) —jo-(n+1) At ereen ad Ol;l?

j-®-n-At L I - K ‘e ,anregender Zeiger
e .1

- el®“und ,,zeitunab-
1 - Ke JO® At hiingiger Quotient*

Vorneweg steht der rotierende Zeiger als Eingangssignal zu den Abtastzeit-
punkten n-At. Im Laufe der Zeit, also fiir zunehmende n, verschwindet der
zweite Summand im Zihler wegen K < 1 (siehe (7)) und es entsteht der

Ausdruck
X _ ej-oo-(n-m) L. 1
! 1 - K-e~ j-o-At Der zeitunabhiingi-
(14) ge Quotient ist die
L . Ubertragungsfunk-
= un . o AT = un . GDTP(‘](D) tion Gprp des digi-
1-K-e J talen Tiefpasses

1. Ordnung

Das Ausgangssignal x, des Digital-Tiefpasses ist offensichtlich wieder ein mit

derselben Frequenz o rotierender Zeiger, wobei lediglich die Amplitude und die
Phase mit dem frequenzabhéngigen Faktor G p (j- ®) modifiziert wird.

Gprp (j- @) ist der komplexe Frequenzgang des digitalen Tiefpasses. Erweitert

man die Funktion wieder auf die ganze komplexe Ebene, so entsteht nach (7) Ersetzen der -

mit L =1- K die Ubertragungsfunktion G pyp (s) Funktion durch z
ergibt die z-Trans-
formierte der Dif-

1 - K 1 - K
G (S) = = e 15 ferenzengleichung
DTP I_K.e—S AT |~ K.l (15)

1.2.4.2 Blockschaltbild analoger und digitaler Systeme — Zusammenhang mit
Laplace- und z-Transformation

Diese Ubertragungsfunktion (16) hitte man rein formal ebenso unmittelbar aus
dem Blockschaltbild fiir die Differenzengleichung (Abb. 9) ableiten konnen.
Verwendet man nun noch die Abkiirzung (8) fiir den Exponentialausdruck, so
erhilt man die z-Transformierte der Differenzengleichung (7).

Der Zusammenhang zwischen Diffentialgleichung und Ubertragungsfunktion
analoger Systeme ist ganz dhnlich dem zwischen Differenzengleichung und z-
Transformierter.
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Ein Blockschaltbild
des analogen Sys-

tems laBt sich direkt

aus der Ubertra-
gungsfunktion oder
aus der Differenti-
algleichung gewin-
nen

Das Blockschaltbild
des digitalen Sys-

tems wird aus der z-

Ubertragungsfunk-
tion bzw. direkt aus
der Differenzenglei-
chung gebildet.

Bei der Laplace-Transformation wie bei der z-Transformation geht der Nenner der
Ubertragungsfunktion in das Ausgangssignal, der Zihler in das Eingangssignal iiber.
Wihrend bei der Laplace-Transformation eine Multiplikation mit s zu einer Differenti-
ation des Zeitsignals fiihrt, bewirkt bei der der z-Transformation eine Multiplikation

mit z' eine Verzogerung des entsprechenden Signals um ein Abtastintervall At.

Analoger Tiefpall Digitaler Tiefpall
Ubertragungs- G B 1 G 1=K
funktion AT ™ O T 41 PP k.2
B 1
I +5s-T
Gleichungim | x - T + x = u -K-x;,, + x; = (1—K)-ui
Zeitbereich

Das Blockschaltbild einer Riickfiihrschaltung (Abb. 10) fiihrt auf die Ubertragungs-
funktion

G _ 1
TG, (16
G = rick
vor
Griick
Ues) o X(s)
U(z) X(z)
u() " S|

Abb. 10 Blockschaltbild einer Riickfiihrschaltung

Wihlt man bei den Ubertragungsfunktionen G ,pp(s) und G pp(z) jeweils die 1 im
Nenner als G, und s-T bzw. z™' -K als G

bilder fiir den analogen und den digitalen Tiefpal3, bestehend aus den elementaren
dynamischen Gliedern P-Glied mit Verstiarkung 1 sowie Differenzierglied bzw.
Verzogerungsglied nach (Abb. 11). Der Faktor 1-K im Zahler des digitalen Tiefpasses
wird beriicksichtigt als Hintereinanderschaltung eines P-Glieds mit Verstirkung 1 — K
zur Riickfiihrschaltung.

rick » SO ergeben sich die Blockschalt-

K.z!

Verzogerung um
1 Taktintervall

T-s

X(z)

u(t) x(t} ’ 1-K

Abb. 11 Blockschaltbild des analogen und des digitalen Tiefpasses

Prof. Dr. Hocht

16/91 30.06.2008 18:19

Z_Dig_Sig_Hauptdokument_ohne_Folien



Fahrzeugmechatronik Masterstudiengang

M 3.2 Sensoren und Aktoren
Labor fiir Automatisierung und Dynamik AuD FB 03MB

HOCHSCHULE

1.2.4.3 Frequenzgang eines analogen und eines digitalen Tiefpasses

Der Frequenzgang des analogen Tiefpasses wurde bereits in Kap.1.2.1 ausfiihr-

lich hergeleitet. Fiir den digitalen Tiefpall gehen wir von (15) aus und betrachten

die Ubertragungsfunktion G pp (s) nur bei der technisch-physikalischen Kreis-
frequenz s=j-® = j-2-m-f.

Untersucht wird im folgenden nur das Amplitudenverhiltnis zwischen Aus- und

Eingangssignal des digitalen Tiefpasses, also nur QGDTP (G-2-m-f )|)

Durch Anwendung der Eulerbeziehung und Bildung des Betrags mit Hilfe des
Satzes von Pythagoras ergibt sich

) 1 - K
Gpppli2mt)] = 2 (17)
\/1 + K — 2-K-cos(2-m-f-At)
Aufgabe 4 |Fiihren Sie die einzelnen Schritte der Berechnung von (17) durch!

Stellt man |GDTP (G-2-m-f )| der Ubertragungsfunktion des digitalen Tiefpasses

dem Betrag des Frequenzgangs des analogen Tiefpasses

1
U+ 1221 p)?

‘G (j.z.n.f)‘ =

ATP (18)

gegeniiber (siche Aufgabe 1), so fillt sofort ins Auge, dal} sich der Frequenz-
gang des digitalen Tiefpasses wiederholt mit der Periode 1/At

Um auch qualitativ ein Gespiir fiir die Zusammenhinge zu bekommen betrach-
ten wir einen digitalen TiefpaB3, der aus dem analogen Tiepall mit der 3-dB-

@
Grenzfrequenz f, :2— =
‘T

dem Intervall At =0.1sec

0.2Hz hervorgegangen ist durch Abtastung mit

Frequenzgang
des digitalen
Tiefpasses fiir

s = j2xf aus der
z-Ubertragungs-

funktion mit
z= es-A‘: — e]anA‘c

Frequenzgang
des digitalen Fil-
ters ist perio-
disch mit der
Abtastfrequenz
fapt = 1/AT
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Bei direkter Ablei-
tung des digitalen
aus dem analogen
Filter verschieben
sich die Frequenzen
mit abnehmender
Abtastfrequenz hin
zu niedrigeren Wer-
ten

Der Amplituden-
gang des Filters ist
periodisch mit der
Abtastfrequenz
fAbt = I/AT

o ==

Bis einen kleinen Bereich iiber die Grenzfre-
quenz hinaus verlaufen die Amplituden-
verhiltnisse Ausgang/Eingang fiir beide Tief-
pésse wie die 3D-Schnittflache in Abb. 7
anndhern gleich. Lediglich die Grenzfrequenz
des digitalen Tiefpasses liegt etwas niedriger
als die des analogen.

Auch wenn man den Bereich bis 5Hz erwei-
tert (Abb. 13), kann man keine dramatische
Abweichung zwischen den Ampli-
tudengidngen von digitalem und analogen
Tiefpall erkennen.

G

0,44

fHz

L7 ;7o I 7 ) ) e I ) e s I ) ) v 7 |

V] 0,05 01 02 0,25 0,3

Abb. 12 Amplitudengang des analo-

G
e
0,87
0,6
0,4:

0,24

{01 PR e R ) R e R ) PR e R ) I R R £ I R

' fHz
aQ 1 2 3 4 &5

Abb. 13 Frequenzbereich bis zur hal-
ben Abtastfrequenz 1/2- At

Ein Signal mit einem ganzzahlig Vielfachen
der Abtastfrequenz wird also ohne Schwichung
durchglassen. Allerdings erscheint es wegen
der Riickfaltung nicht mehr in derselben
Frequenz, sondern bei der Frequenz 0
(Stroboskop-Effekt).

gen (durchbrochene blaue Linie)
und des digitalen Tiefpasses

Erst bei Betrachtung eines weitaus
groferen Frequenzbereichs erkennt
man die Periodizitét der Filtercharak-
teristik beim Digitalfilter im Gegen-
satz zum analogen Filter.

|Gl

0,2

0,67

0,41

{015 7 s ) s s o £ o e, o 7 S o 7 e 2

0 5 0 48 20 25 a0 fiHz

Abb. 14 Periodizitit des Amplituden-
gangs eines Digitalfilters

Ein Signal, das mit einem digitalen Tiefpal gefiltert wird, darf also von vorn-
herein keine hoheren Frequenzanteile haben, als die halbe Abtastfrequenz!
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1.2.4.4 EinfluB der Linge des Abtastintervalles At auf den Amplitudengang

Aus (17) folgt, daB3 der Amplitudengang periodisch ist mit der Abtastfrequenz
1/At . Eine Verringerung der Abtastfrequenz auf ein Fiinftel wirkt sich damit

dramatisch auf den Amplitudengang des Tiefpasses aus.

Gl
Gl ] 1 Zusammenhang Ab-

b tastfrequenz und

] ool Periodizitiit des Di-
0] b gitalfilters

] 0,64
O,Gi A
04; 0,4;
0z’ U

i 14

- ] o
O e R LA B iy e LN
o 5 10 15 20 25 a0 f/Hz 0 5 10 15 20 25 w0 HHZ

Abb. 15 Amplitudenginge zweier digitaler Tiefpdsse, die sich nur im
Abtastintervall unterscheiden, im Vergleich zum zugrunde
liegenden analogen Tiefpal}

Eine Verringerung des Abtastintervalls hat also zur Folge, dafl die htchsten
Frequenzanteile, die im Eingangssignal sein diirfen, ebenfalls bei niedrigeren
Frequenzen liegen.

1.2.4.5 Verschiebung der Grenzfrequenz des digitalen Tiefpasses gegeniiber dem
analogen Filter

Aus Abb. 12 ist zu sehen, daB die Grenzfrequenz des digitalen Tiefpasses etwas Ermittlung der
niedriger liegt, als die des analogen. Beim Entwurf des digitalen Tiefpasses muff ~ durch die Abtastung
dieser Efekt beriicksichtigt werden. Er kommt um so stirker zum Tragen, je 1dn- ;;;S_c(l;::’::fiz unl:Ifl'z
ger das Abtastintervall At ist. Dies soll im folgenden quantifiziert werden.

Nach (17) hat der periodische Amplitudengang des Tiefpasses den Verlauf

1 - K
‘G

17
Jl+ K2 = 2-K-cos(2-m-f - A) "

Die Konstante K ergibt sich dabei aus der Zeitkonstanten T,;p des analogen
Tiefpasses und dem Abtastintervall At des digitalen Tiefpasses nach Gleichung

(7).

Die 3dB-Grenzfrequenz f,,  des analogen Tiefpasses 1t sich mit Tyqp

ausdriicken:
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¢ 1
= 5T 19
EATP 21 Typ (19
3-dB-Grenzfre- Der 3dB-Amplitudenabfall bedeutet eine Abnahme der Amplitude auf 1/ \/5 . Fiir den

quenz der digitalen
Ubertragungsfunk-

tion

Diverse Niherungen

Amplitudengang (17) des digitalen Tiefpal3 gilt bei dessen Grenzfrequenz f

gZDTP
damit:

I - K 1

\/1 + K2 - 2-K-cos(2-m-f - A1) V2

(20)

Driickt man die Konstante K mit (7) und (19) durch ngTP aus und nahert die

zur einfacheren Be-  Kosinusfunktion durch ihre Potenzreihe an, die nach dem quadratischen Glied
rechnung abgebrochen wird, so ergibt ich die Grenzfrequenz des digitalen Tiefpasses:

1
f = f
gDTP EATP \/1 +AT-2-1-f 21)

EATP

Zusammenhang der Da unter der Wurzel auch der zweite Term klein gegeniiber 1 ist, bietet sich als weitere
gewiinschten digi-  N&herung die Reihenentwicklung der Wurzel mit Abbruch nach dem linearen Glied

talen Grenzfre- an, so daB sich endgiiltig die Grenzfrequenz des digitalen Tiefpasses als Nidherung
quenz mit dem ana- ergibt:
logen TiefpaB ’
1

> f =f

EpTP EaTPp 1 +AT-m-f (22)
Analoger Tiefpa3 EATP
liefert bei Digitali-

sierung die richtige
Grenzfrequenz des

Digitlafilters

1.2.4.6 Phasengang des digitalen Tiefpasses

Aus der Ubertragungsfunktion (14) und (15) l:Bt sich auch die Phasenverschiebung
zwischen Aus- und Eingangssignal ermitteln. Auch hier treten Unterschiede zwischen
dem analogen und digitalen Tiefpa8 auf, die Einfluf} auf den gesamten Regelkreis
haben, in dem sich dieses Filter befindet.

Aufgabe 5 | - Berechnen Sie allgemein aus den Ubertragungsfunktionen des
analogen und des digitalen Tiefpasses die Phasenverschiebun-
gen zwischen Aus- und Eingangssignal.

- Berechen Sie fiir den betrachteten Tiefpall mit Grenzfrequenz
f, = 0.2Hz zahlenmiaBig die Phasenverschiebungen fiir ein Ein-
gangssignal mit der Frequenz f = 0.2Hz. Fiihren Sie die Berech-
nung neben dem analogen auch fiir die beiden digitalen Tief-
passe mit Abtastinvervall 0.1 sec und 0.5 sec durch.

- Welche Konsequenzen hat das Ergebnis fiir die Stabilitéit des
Regelkreises, in dem diese Filter sitzen?
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1.2.5

Abtaster X*(t. )
u:{:(t) A/D u(t) u(t ) Digital X(t 1) rD:gl?a]-l D/A 1 Anal
- N 1 ) . igitaler n - naloger]
1 Wandler Speicher | Tiefpah 4|LRegl e rJI 1 Wandler| > TiefpaB

Zeitkontinuierliche Sinussignale zwischen Abtastung und analoger Ausgabe

Um ein Gespiir fiir die Wirkung digitaler Filter zu bekommen werden im folgen-
den analoge Sinussignale verschiedener Frequenzen digitalisiert, durch das Tief-
paBfilter (7) geschickt und anschliefend wieder in eine geeignete Form gebracht
um analoge Stellglieder anzusteuern. Der Weg zwischen analogem Eingangssig-

nal u’ (t) und analogem Ausgangssignal x"(t) wird dabei in idealisierte Blocke
aufgeteilt.

Fiir die spitere mathematische Behandlung ist es einfacher, die Funktionen ,,Ab-
tasten®, ,,Halten* und ,,Speichern zu vertauschen. So soll ein Analog-Digital-
Wandler das kontinuierliche analogen Signal u *(t) eine , kontinuierliche* Zah-
lenfolge u(t) abbilden, der im zeitlichen Abstand At die Momentanwerte

u; = u(ti )=uli-At) entnommen und iiber den Zeitraum AT gespeichert wer-
den bis zum nichsten Abtastzeitpunkt t,,, . (Spéter werden wir dieses Abtast-

Halteglied der einfacheren mathematischen Behandlung wegen darstellen als
Diracimpuls-Abtaster und Halteglied).

Ahnlich wie die Ubertragungsfunktion des nun folgenden Digitalfilters wieder-
holt sich wegen der Abtastung auch die abgetastete Sinusschwingung im Fre-
quenzabstand 1/At als Oberschwingungen, wie spiter noch zu zeigen ist. Die
entstehende Treppenfunktion wird dem digitalen Tiefpal} zugeleitet, der wieder
eine Treppenfunktion ausgibt. Dieses vorbearbeitete Signal wird noch dem Re-
gelalgorithmus unterzogen Er liefert die StellgroBe, die an den D/A-Wandler ge-
leitet wird.

Da auch im gefilterten und in ein analoges Signal gewandelten x" (ti) wegen der
Abtastung noch Schwingungen im Frequenzabstand 1/At vorhanden sind, miis-

sen diese durch einen analogen Tiefpal beseitigt werden, bevor das geglittete
Signal x(t)dem analogen Stellglied zugefiihrt wird.

Anwendung des
TiefpaBfilters

Struktur der Signal-
iibertragung zwi-
schen analogem
Eingangssignal iiber
die digitale Signal-
verarbeitung bis hin
zur analogen Ausga-
be an die Peripherie

X*(1)

Abb. 16 Stationen des Signals vom analogen Eingang iiber die digitale Signalverarbeitung bis

hin zur analogen Ausgabe
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Glittung des stu-
fenformigen Aus-
gangssignals eines
Digitalfilters durch

einen (nichtperiodi-

schen) analogen
TiefpaB

Ausreichende Glit-
tung durch einen
analogen Tiefpal}
erster Ordnung
fithrt zu weiteren

Phasenverschiebun-

gen
S

das Gesamtsys-
tem eines ge-
schlossenen Re-
gelkreises wird
instabiler

1.2.5.1 Sinusformiges Eingangssignal bei der halben Grenzfrequenz des digita-
len Tiefpasses

Im folgenden wird zum Zeitpunkt t = O ein sinusformiges Signal (Frequenz f =0.1Hz)
auf den digitalen Tiefpal (Grenzfrequenz f, =0.2Hz) geschaltet. Um den deutlichen

Einfluf} des Abtastintervalls auf die Phasenverschiebung und die Amplitudenverzer-
mng zu sehen, wird als Abtastintervall AT = 0.5sec und damit die Abtastfrequenz

fae = /AT = 2.0Hz gewihlt.

Aufgabe 6 |Berechnen Sie das Amplitudenverhiltnis zwischen Aus- und Ein-
gangssignal sowie die Phasenverschiebung fiir den analogen und
den daraus abgeleiteten digitalen Tiefpal} bei der Frequenz

f = 0.1H

Was wire beim analogen Filter, abgesehen von der Treppenform
anders und welche Auswirkung hat dies auf den Regelkreis?

(Siehe auch Aufgabe 5)

Aus Abb. 17 geht deutlich hervor, dal auch der nachgeschaltete analoge Tiefpal} zur
Glittung des stufigen Digitalsignals noch eine weitere Phasenverschiebung und eine
Amplitudenddmpfung verursacht. Bedenkt man aber, daf3 bei einem Abtastintervall
von (.5sec, also einer Abtastfrequenz von 2 Hz, die Filter-DurchlaBkurve nach Abb.
15 erst bei 1.0Hz sich zu wiederholen beginnt, kann man die Grenzfrequenz des

A
u*(t) |

u(t;)
0.5+ /y-

0.0 ¢

-0.5 +

Q0L AR AU . S :

Ausgang Xj des
digitalen Tiefpasses

— — — Analoges Ein-
gangssignal u

Ausgang x des
analogen Tiefpasses

= = == Eingangssignal x; nach
Abtast-Halteglied

Abb. 17 Filterung eines Sinussignals, f = 0.1Hz, durch einen digitalen
Tiefpal 1. Ordnung mit f, = 0.2Hz und nachgeschaltetem Ana-
log-Tiefpall mit gleicher Grenzfrequenz
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analogen Tiefpasses von 0.2 auf eine hohere Frequenz legen. Wihlt man als
Grenzfrequenz 0.8Hz, so ist der Einflul} deutlich geringer, auch wenn das ana-
loge Signal nicht mehr so glatt ist. Ein zweiter Tiefpal} in Serie mit derselben
Grenzfrequenz unterdriickt auch diese Restwelligkeit weiter, ohne die Phase
noch stark zu verschieben (Abb. 18).

WD) [XG)
u(t;) ‘
0.5 +

0.0 +

-0.5 1

Ausgang x des i

-~ — — Analoges Ein- R o
digitalen Tiefpasses

gangssignal u

Ausgang x des 2.
analogen Tiefpasses

= = == Lingangssignal x; nach
Abtast-Halteglied

Ausgang x des 1.
analogen Tiefpasses

Abb. 18 Geringere Phasenverschiebung des analogen Ausgangssignals
durch ein TP-Filter 2. Ordnung mit hoherer Grenzfrequenz

1.2.5.2 Reaktion des digitalen Tiefpasses auf ein Signal in der Nihe der Abtastfre-
quenz

Wie in Abb. 15 zu sehen ist, wiederholt sich der Amplitudengang mit der Ab-
tastfrequenz f,,, =1/At. Bei der Abtastfrequenz f,,, = 2.0Hz erscheinen

Sinussignale von 1.9Hz und 2.1Hz mit derselben Amplitude am Ausgang des
Digitalfilters, wie das Sinussignal mit 0.1Hz.

Es tritt aber noch ein weiterer Effekt auf, den jeder aus alten Wildwestfilmen
kennt, wenn die Speichenrédder bei fahrenden Planwagen stillstehen oder sich so-
gar langsam nach riickwérts zu drehen scheinen. Auch jeder, der schon einmal
mit dem Stroboskop eine rotierende Achse betrachtet hat, kennt diesen Effekt.
Er wird als ,,Riickfaltung* oder ,,Aliasing* bezeichnet. Hier soll die Riickfaltung
zusammen mit dem periodischen Amplitudengang des Digitalfilters nur veran-
schaulicht werden. Mit dieser Anschaulichkeit fillt es spéter leichter, die mathe-
matische Herleitung in einem spiteren Kapitel zu verstehen.

TiefpaB zweiter
Ordnung bewirkt
bessere Glattung bei
geringerer Phasen-
verschiebung im
interessierenden
Bereich.

Signalverfilschu
ng durch Riick-
faltung (,,Alia-
sing), falls die
Frequenz des
abgetasteten
Nutzsignals
hoher als die
halbe Abtastfre-
quenz ist
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Eine Sinus-
schwingung mit
1.9Hz, abgetastet
mit 2.0 Hz, lie-
fert ein Aus-
gangssignal mit
0.1Hz

Abtasttheorem
von Shannon

Wie in Abb. 19 zu sehen ist, hat das Stufensignal nach dem Abtast-Halteglied exakt
die selbe Form und Frequenz, wie das Signal in Abb. 17, das aus der Abtastung der
Sinusschwingung mit 0.1Hz hervorgegangen ist.

|
(o) | X(t;)
u(ti )

10+

o L WL T e T

O.O*‘“‘\‘\‘2\‘”\‘\4\\‘\\\
H\“‘\‘:\‘M\‘w\\;\l‘
L RN
o by by Ly
i Ll e
0.5 1 IR
\‘ l( N \‘3\[ bt b

\‘ l‘“ h H:\‘[ T T I L \ ol
1ol LB \7,757\/7 7 VU”U”Vﬁ Vo @Ji, v F-{ .*,?\‘, R \L S -

_ _ Analoges Ein- o o — FEingangssignal x; nach o Ausgangx; des
gangssignal u Abtast-Halteglied digitalen Tiefpasses

Abb. 19 Abtastung einer Schwingung von 1.9Hz mit der Abtastfrequenz
fabt = 2.0Hz und digitale Filterung

Natiirlich hat auch dann das durch den digitalen Tiefpal} gefilterte Signal die Frequenz
0.1Hz als Ausgangssignal, und nicht die Freuenz 1.9Hz.

Damit also ein Digitalfilter sinnvolle Ausgangssignale liefert, miissen bereits vor
der Abtastung Frequenzanteile im Eingangssignal, die groBer als die halbe Ab-
tastfrequenz sind, mit Hilfe analoger Filter beseitigt werden.

Diese Vorschrift entspricht dem Abtasttheorem von Shannon. Es besagt, da3 nur Sig-
nale, deren hochster Frequenzanteil unterhalb der halben Abtastfrequenz liegen, wie-
der eindeutig als Analogsignal rekonstruierbar sind.

Wird also ein Signal mit der Frequenz f gefiltert, das in der Nédhe der ganzzahlig Viel-
fachen der Abtastfrequenz m - f 5}, liegt, so erscheint diese Schwingung durch die

Riickfaltung (Stroboskopeffekt) bei der Frequenz fg = |f —m-f,,,| .
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1.3 Zusammenfassung wichtiger Ergebnisse

Analoge und digitale Filter haben viele Gemeinsamkeiten, aber auch gravieren-
de Unterschiede. Analoge Filter werden durch (kontinuierliche) lineare Differen-
tialgleichungen beschrieben und haben ein Frequenzverhalten, das sich bis tiber
alle Schranken hinweg ausdehnt.

Dagegen sind lineare Differenzengleichungen die Beschreibungsform digitaler
Filter. Das Ubertragungsverhalten digitaler Filter wiederholt sich mit der Perio-
de der Abtastfrequenz 1/At. Dies hat zur Folge, da3 auf ein Digitlafilter nur Sig-
nale gegeben werden diirfen, deren hochster Frequenzanteil unterhalb der halben
Abtastfrequenz liegt, da es sonst zu Riickfaltungen kommt und nicht vorhandene
Signalanteile unterhalb dieser halben Abtastfrequenz vorgetduscht werden.

Auch das Ausgangssignal digitaler Systeme beinhaltet Frequenzanteile, die eine

. . . . . Digitales Ausgangs-
periodische Forts'etzung des Ant§1l§ ab der Frequenz Null mit der Per}ode der _ signal muB erst
Abtastfrequenz sind. Nach der Digital-Analogwandlung muf3 daher dieser Anteil  durch analogen
mit einem analogen Filter beseitigt werden, bevor das Signal auf das analoge Tiefpal von hihe-
Stellglied geht. rfrequenten Antei-

len befreit werden

Im einfachsten Fall erhilt man ein Digitalfilter aus einem analogen Filter, indem
man in der Differentialgleichung den Differentialquotienten durch den Differen-
zenquotienten ersetzt. Dieses Verfahren fiihrt auf einen Algorithmus, bei dem je
nach Ordnung n des Filters der aktuelle Wert aus dem aktuellen und n-1 zuriick-
liegen Eingangssignalen sowie n-1 zuriickliegenden Ausgangssignalen des Fil-
ters gebildet wird. Das Ausgangssignal eines solchen Filters wird also rekursiv
gebildet. Dies gibt dieser Art von Filtern den Namen ,,Rekursive Digitalfilter®.

Wihlt man als Eingangssignal eines derartigen Filters einen Impuls, so ergibt
sich infolge der Rekursion eine unendliche Folge der Ausgangssignalwerte, eine
unendlich lange Impulsantwort, deren Amplitude bei Stabilitéit des Filters gegen
Null geht. Diese Eigenschaft liefert den zweiten Namen fiir diese Klasse digi-
taler Systeme: Man spricht von IIR-Filtern. IIR ist die Abkiirzung fiir ,,Infinite
Impulse Response*.

. . . . e . »Stauchung* des
Eine weitere Eigenschaft digitaler Filter ist die Tatsache, da die Frequenzachse  prequenzbereichs
jo von Null bis jeo beim digitalen System gestaucht wird auf den Bereich Null  bei einem Digitalfil-

ter gegeniiber einem

bis . Dies fiihrt dazu, dal auch die Kennfrequenzen des Filters, z.B. beim analogen Filter

2-At
TiefpaB3 die 3dB-Grenzfrequenz, zu tieferen Frequenzen hin wandern und muf}
beim Entwurf digitaler Filter beriicksichtigt werden.
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Definitionseigen-
schaft linearer Sys-
teme:

Daher kann man ein
beliebiges Zeitsignal
durch die Summe
seiner sinusformi-
gen Signale ersetzen

2 Analoge und digitale Signale

2.1 Lineare Systeme im Zeitbereich

LaBt man auf den Eingang eines linearen, zeitinvarianten Systems die Summe
u(t) zweier Signale ug (t) und u, (t) wirken, so reagiert das lineare System mit

seinem Ausgang x(t) genauso, als wenn man die beiden Signale getrennt auf zwei

gleiche parallele Systeme fiihrt und deren Ausgangssignale X (t) und X5 (t) addiert
(Abb. 20).

u, (t) Lineares [x ) (t)
4>

System
f(u,x,t)
u(t) Lineares x(t) x(t)
—p System |—— P —
f(u,x,t)

u 2(0 Lineares X, (1)
— | System
f(u,x,t)

Abb. 20 Definitionseigenschaft der Linearitiit

Verallgemeinert gilt

t(u) = W) (23)

Daraus folgt auch, daB ein Eingangssignal mit k-facher Amplitude auf ein k-faches
Ausgangssignal fiihrt.

Diese Eigenschaft 146t sich ausnutzen, um beispielsweise ein periodisches Signal
nach Fourier in seine Sinusanteile zu zerlegen und einzeln dem linearen System
zuzufiihren. Jede einzelne Sinusschwingung wird in der Phase und der Amplitude
verdndert. Die Summe dieser Sinusantworten des Systems ergibt die Reaktion des
Systems auf das nichtsinusformige periodische Signal. Dies ist die Grundiiberlegung
der gesamten Berechnungen linearer Systeme im Frequenzbereich mit Laplace- und
Fouriertransformation. Daraus resultieren die bekannten Methoden wie Ortskurve
des Frequenzgangs und Bodediagramm ebenso, wie die gesamte Berechnung der
(rotierenden) Zeiger mit Hilfe der komplexen Zahlen.

Das Eingangssignal u(t) 148t sich aber nicht nur in seine Spektralanteile zerlegen,
sondern auch als eine Reihe aufeinanderfolgender Impulse darstellen.

Kennt man die Impulsantwort, so kann man die einzelnen Impulsantworten am
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Ausgang des linearen Systems ebenso addieren und erhilt die Reaktion x(t)des
Systems auf das gesamte Eingangssignal u(t).

Diese fiir die analoge und digitale Signalverarbeitung duflerst wichtigen Zusam-  Man kann ein Sig-
menhiénge, bekannt als "Faltungssatz", werden im folgenden schrittweise erldau-  nal aber auch ein
tert. Sie werden wieder gebraucht bei der digitalen Filterung von Signalen mit eine Folge von Im-

den sogenannten FIR-Filtern (Finite Impulse Response), die auch Transversal- pulsen zerlegen

filter oder Nichtrekursive Filter genannt werden.

Um die Probleme zu verstehen, die bei der digitalen Signalverarbeitung, insbe-
sondere infolge der Abtastung mit endlicher Frequenz, auftreten, wird im An-
schluf} daran aus der Fourieranalyse periodischer Signale die Fouriertransforma-
tion nichtperiodischer, energie- oder wenigstens leistungsbegrenzter Signale her-
geleitet. Das Shannon'sche Abtasttheorem, dessen Auswirkungen jeder schon im
Fernsehen oder Kino mit seiner Abtastfrequenz von 25 bzw. 24 Bildern pro Se-
kunde beim scheinbaren Stillstand oder dem Zuriickdrehen von Postkutschenri-
dern in Western personlich erlebt hat, begrenzt den Einsatz der digitalen Signal-
verarbeitung und erfordert manchmal eine analoge Vorbehandlung der Signale
vor der digitalen Signalverarbeitung im Rechner.

2.2 Impulsantwort eines Tiefpasses 1. Ordnung und Normimpuls 6(t)

Wie bereits unter 2.1 erwihnt, 146t sich die Antwort eines linearen Systems da-
durch ermitteln, da3 man das kontinuierliche Eingangssignal in eine Summe auf-
einanderfolgender Impulse zerlegt und nach dem linearen System die Impulsant-
worten iiberlagert. Im folgenden wird die Beschreibung eines linearen Systems
durch seine Impulsantwort am Beispiel eines einfachen PT;-Systems (Tiefpal3 1.
Ordnung, Abb. 21) anschaulich hergeleitet.

Drossel Ohmscher
. Widerstand R
(z.B. Zuleitung) Normimpuls §(t)
Eingangs- N Kessel- oO— mit der Fliche 1
druck u Strémunes- druck x Eingangs- Ausgangs- und (Norm-) I.m-
: g Spannung Kondensator Spannung pulsantwort eines
widerstand R Kessel u Kapazitiit C X linearen dynami-
Kapazitit C schen Systems
[e] ® O

Abb. 21 Elektrischer und pneumatischer Tiefpall

Dazu wird zunichst die Antwort eines elektrischen RC-Tiefpasses (K =1,
T =0.8sec ) auf einen Impuls mit der Amplitude u mit der endlichen Dauer
AT betrachtet (Abb. 22).

Bis zum Zeitpunkt t = At folgt der Verlauf des Ausgangssignals x der Sprung-
antwort
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TAVARR
x/V

2.0

1.5

Anschauliche Her-

leitung des Norm- Impuls mit
impulses und der ug 1.0 Amplitude ug o Spruggin_tyg_rt;
Normimpulsantwort und Dauer At e T
am Beispiel eines -
analogen Tiefpasses _- -

0.5 | -7

rd
7
R 7/
0.0 ¥ -
0 At 1 2 t/sec

Abb. 22 Sprung- und Impulsantwort eines PT;-Systems
(TiefpaB 1. Ordnung) (ImpAntw_PTI_dt.dwk)

t

x(t) = wugfl-e T (24)

Wegen At << T 146t sich durch Reihenentwicklung und Abbruch nach dem line-

aren Glied dieser Bereich der Sprungantwort mit sehr guter Niherung als Gerade
darstellen:

t t

Zum Zeitpunkt t = At hat das Ausgangssignal x des Tiefpasses den Wert

x(At) = u, % (26)

erreicht. Ab hier beginnt die eigentliche Antwort auf den nunmehr zuriickliegen-
den Impuls mit der Impulsamplitude u, und der Dauer At
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bei der fiir sehr kleine Intervalle At, vor allem bei der folgenden fortgesetzten
Halbierung dieses Intervalls, im Exponenten AT gegeniiber t vernachlissigbar
ist.

Verdoppelt man die Impulsamplitude und halbiert gleichzeitig die Impulsdauer
auf die Hilfte, so entsteht die gleiche Impulsantwort, siecht man einmal von der
Verschiebung um At/2 zu fritheren Zeitpunkten hin ab (Abb. 23), denn wie in
Gleichung (26) klingt das Ausgangssignal ja vom selben Ausgangswert

At/2 At

2-u u, -— aus ab.
CoT T
u/V
x/V
207 Impuls mit
Amplitude 2 ug
und Dauer At/2
1.5
Impuls mit
_Amplitude u(
Lo 1.0 und Dauer At
0.5
1174 _—
OO l e —— P ——
0 At 1 2 t/sec
Abb. 23 Antwort auf einen Impuls mit doppelter Amplitude

2-ug, aber halber Dauer At/2

Dieses Verfahren der Halbierung der Impulsdauer und Verdoppelung der Amp-
litude konnte man noch beliebig fortsetzen. Solange das Integral iiber das Ein-
gangssignal,

—+oo

ju(r)-dr = uy-AT (28)

—00

das sogenannte Impulsintegral, sich nicht andert, antwortet das lineare dynami-
sche System immer in gleicher Weise entsprechend (27).

Fortgesetzte Halbie-
rung der Impuls-
liinge bei gleichzeiti-
ger Verdoppelung
der Amplitude fiihrt
im Grenziibergang
auf die von Paul
Dirac eingefiihrte 8-
Distribution

Dies ist ein Gebilde,
das den klassischen
Begriff ,,Funktion‘
sprengt und erst 20
Jahre nach Einfiih-
rung durch den
Physiker Paul Dirac
durch den Mathe-
matiker Schwartz
auf ein mathema-
tisch widerspruchs-
freies Fundament
gestellt wurde.
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Vervielfacht man aber die Impulsamplitude u,, ohne die Impulsdauer zu dndern, so

erhidlt man wegen der Linearitit des Systems erwartungsgemaif3 auch ein Vielfaches
der Impulsantwort (Abb. 24).

LA
x/V
2.0 S
Impuls mit
Amplitude 2 ug-
Normimpuls mit der und Dauer At
Fliche 1 und Im- 1.5 ‘
pulsamplitude )
Impuljs mit

Amplitude ug
Uo 1.0 und Dauer AT

0.5  Antwort auf den Impuls mit der
: P ~doppelten Impulsflache
! S
/ sl
.o bm— === —_— -
0 At 1 2 t/sec

Abb. 24 Antwort auf zwei Impulse mit unterschiedlich groBem Im-
pulsintegral

2.3 Delta-Distribution und Normimpuls

Die in Kap. 2.2 gezeigten Zusammenhinge zwischen Impuls und der Reaktion des
linearen Systems legen folgendes Verfahren nahe:

- Der Eingangsimpuls u, (t) (hier in der Dimension Volt oder Pascal) wird dar-
gestellt als Produkt eines Normimpulses dp (t) mit dem dimensionslosen
Impulsintegral 1 und dem dimensionsbehafteten Impulsintegral u, - AT von u;.

- Man ermittelt die Normimpuls-Antwort g(t) eines dynamischen Systems auf
diesen Normimpuls SE(t) mit der dimensionslosen Flidche 1.

- Die Impulsantwort x, auf einen beliebigen Impuls u, mit der Amplitude u
und der Dauer At ergibt sich aus dem Produkt der Impulsfliche u - AT mit
der Normimpuls-Antwort ("Gewichtsfunktion g(t)").

Der Normimpuls dg (t) mit endlicher Dauer AtliBt sich folgendermaBen definieren:
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Ai fir 0<t < AT
Sp(t) = 177 (29)
0 sonst

Damit ergibt sich als Darstellung fiir den Eingangsimpuls u,

Impulsamplitude = Impulsintegral ©° Normimpuls

uj = ug - AT SE (30)

Daraus folgt fiir die Impulsantwort, also dem Amplitudenverlauf der Antwort
auf den Impuls u, (t):

Impulsantwort = Impulsintegral ©° Normimpuls-Antwort

3D
X1 = ug - At . g(t)

Leider wird in der Literatur nur selten zwischen dem Impuls und dem Normim-
puls und damit zwischen der Impulsantwort und der Normimpulsantwort unter-
schieden. Den Unterschied muf3 man sich aber immer vor Augen halten, um
nicht in Schwierigkeiten mit der Dimension zu kommen.

Fiir den oben betrachteten Tiefpal} lautet die Normimpulsantwort (= Gewichts-
funktion g(t) mit der Dimension 1/sec):

gt) = —eT7 (32)

1
T

wihrend sich die Antwort auf den konkreten Impuls mit dem Impulsintegral
u, - At aus (27) ergibt.

LaBt man das Intervall At bei der Bildung des Normimpulses gegen 0 gehen, so

entsteht ein Gebilde, das mit dem klassischen Begriff einer Funktion nach Di-
richlet nicht mehr viel zu tun hat. Bei der klassischen Funktion ist jedem Wert

der unabhéngigen Variablen eindeutig ein Wert der abhéngigen Variablen zuge-

ordnet mit Ausnahme einzelner isolierter Werte, an denen der Funktionswert
nicht definiert ist. LaBt man beim Normimpuls, der eine eindeutige Funktion
darstellt, die Intervallbreite gegen Null gehen, so bleibt die Flidche beim Grenz-

Endlicher Norm-
impuls mit der Fli-
che 1

Ermittlung der
Normimpulsantwort
aus der Impuls-
Amplitudenantwort

Anwendung auf den
analogen Tiefpal3
erster Ordnung
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... ein Kkleiner Bil-
dungsausflug in die
Geschichte der Ma-
thematik und der
Physik...

iibergang konstant 1, obwohl die Funktion iiberall Null ist mit Ausnahme des
Abszissenwerts t =0.

Diese Flidche unter der Funktion, die beim Grenziibergang konstant bleibt, wird auch
zur Definition des Gebildes diese Flidche herangezogen:

0 firt#0
8(t) = Ts(t)-dt _ (33)

Wie schon so oft war es die Physik, die den Mathematikern nahelegte, ihre Beschrei-
bungsmoglichkeiten widerspruchsfrei zu erweitern. Denn gerade solche Probleme,
um die Mathematiker zunichst einen gro3en Bogen machen, treten bei der Modell-
bildung physikalischer Phinomene auf und die Natur kann ja offensichtlich nicht
nur mit Impulsen, sondern auch mit Spriingen etwas anfangen.

Der Englinder Paul Dirac, Nobelpreistriger des Jahres 1933, stieB3 1926 auf diese
Beschreibungsform (33) bei seinen Arbeiten zur Quantenmechanik, in denen er die
Aquivalenz zeigte zwischen der von Heisenberg (Nobelpreis 1926) entwickelten
Matrizendarstellung von Ubergangswahrscheinlichkeiten (damals ebenfalls ein Im-
puls fiir eine Weiterentwicklung in der Mathematik ) und der Wellendarstellung von
Aufenthaltswahrscheinlichkeiten durch Schrodinger (Nobelpreis 1933 mit Paul
Dirac).

Die entsprechende Erweiterung erfolgte durch den erst kiirzlich verstorbenen fran-
zosischen, im Elsall geborenen und aufgewachsenen Mathematiker Laurent Schwartz,
der in seiner ,,Théory des distributions* 1944 das theoretische Fundament fiir die
,Dirac-Funktion* schuf, die bis zu diesem Zeitpunkt in den Naturwissenschaften
jahrzehntelang mit groBem praktischen Erfolg eingesetzt wurde

Bei der Definition der 8-Distribuntion liegt das Problem nicht allein beim Begriff
Funktion! Auch die Integraldefinition nach Riemann mit dem Grenziibergang von
At — 0 der Abszissenunterteilung bei der Ermittlung von Ober- und Untersummen

der vertikalen Fldchenstreifen unter der Funktion greift nicht mehr, wenn es sich um
keine Funktion mehr handelt. Daher war auch ein Erweiterung des Riemann’schen
Integralbegriffs durch Lebesgue erforderlich.

Ahnlich ist es mit Sprungfunktionen k - 5(t), die zum Sprungzeitpunkt in der klassi-

schen Mathematik nicht differenzierbar sind. Und trotzdem machen differenzierende
dynamische System etwas mit solchen Spriingen.

Die (verallgemeinerte) Ableitung eines Sprungs hingt eng mit der d-Distribution zu-
sammen und wird hier wegen des Zusammenhangs mit der Beschreibung im Fre-
quenzbereich durch Fourier- und Laplace-Transformation im folgenden plausibel ge-
macht.
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2.3.1

Sprungsignal und §-Distribution

Die Sprungfunktion o(t)

o) 3 0 fir t <O
Bl 1 fir t=>0 (34)

ist im klassischen Sinn v
N . ] u
bfel t =0 nicht d1.fferen W(V/s)
zierbar, da dort eine Un- 20
stetigkeitsstelle ist. Der
Differenzenquotient wiir-

de beim Grenziibergang = Ableitung; der
zum Differentialquotien‘ Rampenfunktion
ten gegen Unendlich wan-  uy/AT 1.0 .
dern. Wenn man aller- PR .
dings den Eingangssprung Ugos und Dauer At
u(t) = ug -o(t) mit der
Amplitude u( zunéchst At -
durch eine Rampe nach 0 ! 2 Usec
Abb. 25 ersetzt Abb. 25 Rampenfunktion und deren Ableitung
0 fir t<O

t

u(t) = ug - — fir 0 < t < AT (35)
At
ug fir t 2 AT

und deren Ableitung bildet, so erhélt man eine Impulsfunktion mit der Impuls-
amplitude u, /At und dem Impulsintegral u,.

Mit (29) 146t sich die Ableitung der Rampe als Produkt des Einheitsimpulses
Or (t) und der Sprungamplitude als Impulsintegral schreiben:

fir 0 <t < AT

[
o
—_

—
~

Il

[
=}

?n
™
—_

—
~

Il

[

o
Z|

(36)
0 sonst

Zusammenhang
Sprungfunktion und
Impuls

,»Ableitung*‘ der
Sprungfunktion
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,, Verallgemeinerte
Ableitung* (,,Deri-
vierte‘) einer

Sprungfunktion ist

die Delta-Ddistribu-

tion

Halbiert man auch hier wieder fortgesetzt das Zeitintervall At des Anstiegs, so wird
fiir AT — 0 aus Rampe die Sprungfunktion des Signals u(t) mit der Sprungamplitude

u,, die sich mit dem Symbol o(t) fiir den Einheitssprung (dimensionsloses Sprung-
signal mit Amplitude 1) darstellen laBt:

1 fir 0 < t < AT

37
0 sonst (37)

wl) = uool) = uo.{

Aus der Ableitung der Rampe wird dabei ein Impuls mit dem konstanten Impuls-
integral u,, wihrend die Impulsamplitude iiber alle Schranken wichst. Die ,,Ablei-

tung* 148t sich also auch hier wieder als Produkt der 8-Distribution mit dem Impuls-
integral darstellen. Da die ,,Ableitung* eines Sprunges nicht mehr iiber den Grenz-
wert des Differenzenquotienten ermittelt werden kann, sondern als obere Schranke
einer Funktionenfolge zustande kommt, spricht man von ,,verallgemeinerter Ablei-
tung® oder der ,,Derivierten* der Sprungfunktion. (lateinisch: derivare = ableiten):

0 firt#0
0= wel) = ) = w6

)

Die Delta-Distribution §(t) ist also die Derivierte des Einheitssprungs o(t)
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2.3.2 -Distributionen und erzeugende Funktionen

Die o-Distribution wurde in 2.3 aus einer Funktionenfolge von Rechteckimpul- Delta-Distribution

sen mit der konstanten Fldche 1 erzeugt. Diese Funktion ist aber nicht die einzi- als verallgemeiner-
ge, die zur 8-Distribution fiihrt. Auch ein Dreieckfunktion mit der Fliche 1, die ter Grenzwert einer
a Funktionenfolge
Wahrscheinlichkeitsdichte-Funktion und andere Funktionen, wie z.B. 3
a~ +Xx

konnen als Ausgangspunkt fiir die Erzeugung der d-Distribution verwendet wer-
den. Davon wird auch spiter Gebrauch gemacht.

Dies hat gerade in der Physik einen plausiblen Hintergund: Wenn man ein dyna-
misches System mit einem Impuls anregt, ist es ohne Bedeutung, welche Form
der (endliche) Impuls hat, wenn er nur deutlich kiirzer ist, als die dominierenden
Zeitkonstanten des dynamischen Systems. Wenn man etwa die StoBddmpfer
eines Autos priift, kann man mit dem ,,Hau-den-Lukas“~-Hammer auf die StoB3-
stange einen sehr kurzen, kriftigen Impuls ausiiben oder etwas linger, aber dafiir
nicht mit derselben hohen Amplitude, mit dem eigenen Gewicht kurz auf die
StoBstange eine Kraft ausiiben. Solange die Flache unter dem Kraftverlauf in
beiden Fallen gleich ist (und die StoBstange die MiBBhandlung durch den
Hammer aushilt), wird das Auto dieselbe abklingende Schwingungsbewegung
machen.

2.4 Der Faltungssatz fiir kontinuierliche Systme

. . 2 . . Kontinuierlicher
2.4.1 Darstellung eines beliebiges Eingangssignals u(t) als Summe von Impulsen Faltungssatz

Wegen der Linearitét der betrachteten Systeme bietet es sich an, ein beliebiges
Eingangssignal u(t) zu zerlegen in eine Summe aus Impulsen mit der Amplitu-

de u(’ci) und der

Breite At (Abb. 20),
diese Impulse auf das
lineare System zu ge-
ben und anschliefend
die Impulsantworten
zu addieren:

Die Funktion u"(t)

uwVv

nihert die urspriing- A 2 t/sec
liche kontinuierliche ~ Abb. 26 Zerlegung des kontinuierlichen Signals u(t)
Funktion u(t) durch in Impulse der Dauer At

eine Treppe an. Dabei werden die einzelnen Impulsintegrale u(’t:i )- At zwischen

den Zeitpunkten T, und 7., , multipliziert mit dem um <, verschobenen Ein-

i+l
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Diskretisierter Fal-
tungssatz

Zeitliche Antwort
eines linearen dyna-
mischen Systems
auf eine Eingangs-
funktion laBt sich
Zusammensetzen
aus der Summe der
gewichteten Impuls-
Amplitudenantwor-
ten des Systems

heitsimpulsen 3, nach (29), iiber die Anzahl der im Intervall von 0 bis t liegenden
Impulse aufsummiert:

u () = D SE(—ti)-u(ri)Ar (39)

Die obere Summengrenze n ist dabei der ganzzahlige Anteil des Quotienten t/AT.

In Abb. 26 sind die ersten 3 Impulse farbig hervorgehoben. Zu den Zeitpunkten
t = 1T, = 1-At stimmt die Treppenndherung exakt mit dem kontinuierlichen

1

Eingangssignal u(t) iiberein.

2.4.2 Reaktion des Systems auf die Summe der Impulse - Faltungssatz fiir
analoge Systeme

Die Antwort es dynamischen Systems auf den Einheitsimpuls d, (t) zum Zeitpunkt
t =0 mit der Fliiche 1 ist die Normimpulsantwort g(t), die nach Multiplikation mit
dem Impulsintegral u(ﬂ:i)‘ At (siehe (31)) die (Amplituden-)Impulsantwort xI(t)
liefert. Wegen der Linearitiit des Ubertragungssystems ergibt die Summation aller
Impulsantworten u(1:i )-At-g(t — T, ) bis zum betrachteten Zeitpunkt t den dortigen
Wert des Ausgangssignals:

x () = .le(t—ri) = Zg(t—Ti)'u(Ti)‘AT (40)

Wegen der Kausalitét (g kann nicht frither beginnen als der zugehorige Eingangs-Im-
puls) kann man auch n gegen Unendlich gehen lassen, ohne daf} sich die Summe 4n-
dert. Bei nicht kausalen Systemen (siehe spiter beim Faltungssatz im Frequenzbe-
reich, wenn f die unabhingige Variable ist sowie G unU von f abhingen) beeinflus-
sen gerade auch Anteile fiir f <0 das Ausgangssignal, das dort dann F(f) ist.
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243

Man erhilt also zum
Zeitpunkt t das Aus-
gangssignal eines li-
nearen dynamischen _ .
Systems mit der Im-
pulsantwort g(t)
dadurch, da3 man :
das Eingangssignal 05 1
u(t) bis zum Zeit-

punkt t in Impulse

u/v
1.5

1.0 Beispiel eines dis-
kretisierten Teil-
tiefpasses erster

Ordnung

i . -

mit der Breite At " 1.00 50 200 sec
und der Amplitude : .

u('ci ) zerlegt und Abb. 27 Ausgangssignal x(t) als Uberlagerung der
die Augenblickswer- Impulsantworten (transv_tp3.dwk)

te der Antworten auf
diese Impulse beim
Zeitpunkt t addiert ( Abb. 27).

LBt man At gegen Null gehen, so wird aus der Summe (40) das

(oo}

Faltungsintegral: X(’[) = j g(t—’C)-u(’C)-d’C 41)

Laplace- und Fouriertransformierte des Ausgangssignals x(t)

Bei der Betrachtung im Frequenzbereich sind wir gewohnt, die Ubertragungs-
funktion G(s) eines linearen Systems mit der komplexen Amplitude U(s) des
Eingangssignals zu multiplizieren, um daraus die komplexe Amplitude X(s) des
Ausgangssignals zu erhalten. Dem liegt die in der Laplace- und Fouriertransfor-
mation begriindete Vorstellung zugrunde, daB sich jedes Signal, das endliche
Energie oder wenigstens endliche Leistung aufweist, aus der Uberlagerung von
Sinusschwingungen zusammensetzen 146t.

Wie alle energie- und leistungsbegrenzten Signale, die in der Praxis vorkom-
men, besitzt auch das Ausgangssignal x(t) des linearen, zeitinvarianten Systems
(,,LTI-System*) eine Laplace- und Fouriertransformierte. Mit den folgenden Zu-
sammenhingen werden wir verstehen, da3 die Faltung im Zeitbereich dquivalent
zur Multiplikation im Frequenzbereich ist
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Mit der Laplace-Transformation

Faltung zweier
Funktionen im Zeit-
bereich ist dquiva-
lent zur Multiplika-
tion ihrer Laplace- o0

transformierten im  ¢roibt sich fiir das mit (41) aus der Faltung x(t)= I g(t = 1)-u(t)- dt entstandene
Frequenzbereich 0

Q(x(t) ) = Tx(t)-e_s't dt (42)
0

Signal x(t) als Laplace-Transformierte
g(x(t) ) = X(s) = J Iu(‘c)-g(t—‘c)-d’c et dt (43)

Durch die Koordinatentransformation

y = t—-1 und dy = dt (44)

wird die Normimpulsantwort g(t —t) — g(y) unabhingig von T und kann
auBerhalb des Faltungsintegrals geschrieben werden.

Andererseits ist nun die Exponentialfunktion

e—s-t — es-(y+ﬂ:) — es'y 'es-‘c (45)

abhingig von T, so daB der Faktor e** in das innere Integral wandert:

(o] (o]

X(6) = [ | Jul@)-e™ T de|gly)-e™Y -dy (46)
y=—7 L1=0

Das gesamte innere Integral iiber dt ist fiir das duSere Integral iiber dy eine
Konstante. so daf} es als Faktor vor (oder hinter) das Integral gezogen werden kann.
Da die Impulsantwort g fiir negative Argumente Null ist, kann zudem die untere
Grenze des Integrals iiber dy wieder Null gesetzt werden:
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X(s) =

|| ~—— 8

g(y)-e Y -dy |- J.u(’t:)-e_s'T -dt 47)

y=0 7=0

Damit steht als Ergebnis im Frequenzbereich das Produkt der Spektren des
Eingangssignals X(S) und der Normimpulsantwort G(s):

X(s) = Gl(s)-U(s) (48)

G(s) ist bekannt als Ubertragungsfunktion des betrachteten linearen dynami-
schen Systems

Zusammenfassend 14Bt sich also festhalten:

1. Die Faltung zweier Signale im Zeitbereich ist dquivalent

zur Multiplikation der zugehorigen Laplacetransformier- Spezialfall:
Eingangssignal ist

ten der Normimpuls mit
Fliache 1
2. Isteines der beiden Signale im Zeitbereich die Normim- N

pulsantwort des linearen Ubertragungsghedes dann ist
deren Laplacetransformierte die Ubertragungsfunktion {;a(ll’:‘;‘ct‘?jg::fr":jnier'
des linearen Systems. gungsfunktion ist
die Normimpuls-
Die Laplacetransformierte des Ausgangssignals ergibt sich antwort
aus dem Produkt der Ubertragungsfunktion mit der Laplace-

transformierten des Eingangssignals

Betrachtet man die obigen Zusammenhinge fiir technisch-physikalische Fre-
quenzen s = j-® = j-2-m-f, soerhilt man die Fouriertransformierte

X(j-2-7m-f) des Ausgangssignals des linearen Ubertragungsgliedes mit dem
komplexen Frequenzgang G(j-2-7-f) und dem Eingangssignal mit der kom-
plexen Amplitude U(j-2-m-f):

X(j-2-m-f) = G(-2-m-f)-U(j-2-7-f) (49)
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Ortskurve des Fre-

quenzgangs beinhal-

tet Amplitudenver-
héltnis und Phasen-
verschiebung zwi-
schen Aus- und Ein-
gang eines linearen
dynamischen Sys-
tems.

Fiir den TiefpaB aus Kap. 1.2.1 mit der Ubertragungsfunktion (1) ergibt sich der
Frequenzgang

. 1
Garp(j-2-mf) =

j-2-m-f-R-C + 1 (50)

Der Betrag |G( J-2-m-f )| ist in Abb. 6 und Abb. 7 die sichtbare Schnittkurve der
|G| — jo—Ebene mit dem Gebirge des Betrags |G(s)| = |G(G + joo)| = |G(G + 2=t )|

der Ubertragungsfunktion G(s). In doppelt logarithmischer Darstellung ergibt diese
Schnittkurve den Amplitudengang des Bodedigramms in Abb. 8.

Will man nicht nur das Verhiltnis Ausgangs- zu Eingangsamplitude

= [G(j-2-=-f) (51)

SR

darstellen, sondern auch im selben Diagramm zusétzlich noch die
Phasenverschiebung

¢ = @y-0¢, = arc(G(j2nf)), (52)

so kann man fiir alle Frequenzen f von Null bis Unendlich den geometrischen Ort
fiir die Spitze des Zeigers darstellen, der zur komplexen Zahl G(j2nf) gehort.
Dieser geometrische Ort ist die Ortskurve des Freqeunzgangs. Fiir den obigen
Tiefpal} ergibt sich ein Halbkreis unterhalb der reellen Achse mit Radius 0.5, der
fiir f =0 bei G = 1 beginnt und fiir f - bei G = 0 endet

Mmmum»

0.4
0.2
o e{G (jo)}
—0.0w% 1.0“»J
\ 02 04 06 08 /w=0
0.2
0.4
M
1 4
Ow=—
T

Abb. 28 TiefpaB 1. Ordnung, Ortskurve des Frequenzgangs
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Fiir f =1/2aT = f ¢ hat der Zeiger mit 1/ V2 die Linge der Diagonalen eines
rechtwinkligen Dreiecks mit den Seitenlingen 1/2. Die Ausgangsamplitude des

linearen Systems ist also bei der Grenzfrequenz um 20 - lg\/E = 3.0dB abge-
fallen. Das Ausgangssignal eilt bei dieser Frequenz dem Eingangssignal um 45°
hinterher, da der zugehorige Zeiger G(j27tf o )diesen Winkel mit der reellen Ach-

se einschlief3t.

2.5 Faltungssatz fiir digitale Signale

In 2.4.1 wurde lediglich das kontinuierliche Eingangssignal durch eine Treppen-

funktion ersetzt, wihrend das dynamische System analog war und durch lineare
Differentialgleichungen beschrieben wurde. Die Antwort auf das treppenformige

Eingangssignal ist die Uberlagerung der Antworten auf die Impulse endlicher

Breite, aus denen man sich die Treppe zusammengesetzt denken kann. Durch

immer feinere Unterteilung der Treppe, die auch zur Notwendigkeit fiir die d-

Distribution wurde schlieBlich daraus wieder das analoge Signal und die Fal- Von der diskreti-
tungssumme (40) ging in das Faltungsintegral (41) iiber. f:cell;zanl:;zﬁ:;uler
Nun soll auch das dynamische System digital sein, also durch Differenzenglei-
chungen beschrieben werden. Fiir dieses digitale System soll ein digitaler Fal-
tungssatz hergeleitet werden, der ganz analog zum kontinuierlichen System das
Eingangssignal u mit dem Ausgangssignal x iiber die digitale Impulsantwort
verbindet. Fiir immer kleinere Abtastintervalle soll schlieBlich das digitale in
das analoge System iibergehen.

bis zur diskreten
Faltung

Zur Herleitung betrachten wir die Antworten auf einen Impuls mit der Flache 1
auf einen analogen und einen dazu dquivalenten digitalen Tiefpal3. Die Ein-
gangssignale sind also die Dirac’sche Deltadistribution 8(t) (33) auf das ana-

loge und der digitale Normimpuls 8 (t) (29) auf das digitale System.

A 6(t), g(t) in 1/sec
20 F= =i :
1 Digitaler Normimpuls 9(t)
I mit det. Fldche 1
l :
|
1.5+ !
I
|
I
|
1.0 I
|
Digitale Antwort auf:den ‘ ‘
Normimpuls dg(t) ‘ :
| Analoge Antwort auf
| ‘ © den Diracimpuls d(t) j
I
0.0 ! -
70 1 2 3 4 tsec

Abb. 29 Antworten des digitalen und des analogen Tiefpasses
auf einen Impuls mit der Fldche 1
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Wie in Abb. 28 zu sehen ist, verlaufen die digitale und die analoge Antwort auf
einen Impuls mit der Flache 1 sehr dhnlich. Das digitale Ausgangssignal ergibt sich
dabei aus der Differenzengleichung in der Form

X; = a;p-Xj_;+ -+ ap-Xj_x +
i 1°4i-1 k "2i-k (53)
Aufgabe 7 | - Ermitteln Sie allgemein aus der Differenzengleichung (53) die

z-Ubertragungsfunktionen des digitalen Systems. Nehmen Sie
dazu den rekursiven Tiefpal 1. Ordnung, Gleichung (6), die Er-
lauterungen in Kap. 1.2.4.2 sowie Abb. 6 und Abb. 11 zu
Hilfe.

- Zeichnen Sie das Blockschaltbild dieses Systems fiir n = 3 und
m=2

Wihlt man als Eingangssignal den Normimpuls & (t) mit der Impulsamplitude
1/At und der Breite At, so erhilt man mit (53) die Normimpulsantwort

g(n A1) = g, , beider jeder Term die Amplitude 1/At des Normimpulses als
Faktor aufweist. Zieht man diesen Faktor vor die Summe, so 146t sich die Normim-
pulsantwort auch als Produkt der Amplitude 1/At mit der Antwort gy auf einen
Impuls mit der Amplitude 1 (,,Einsimpuls*) und der Dauer At darstellen:

1
g(t) = E-gl(t) (54)

Einsetzen in die zur Herleitung des analogen Faltungssatzes aufgestellte Faltungs-
summe in (40) fiihrt auf

Diskrete Faltung

M) = Dal-w)um)ac = YL gog)ul) ar O
i=0 i=0

At kiirzt sich hierbei heraus. Da im Gegensatz zu kontinuierlichen Funktionen kein
Grenziibergang AT — 0 notig ist, kann auf die aufwendige Konstruktion einer

Distribution mit dem Integral 1 verzichtet werden. Damit wird nun die Amplitude
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u(Ti) des digitalisierten Zeitsignals mit der digitalen Antwort des Systems auf
einen Impuls & (i - At) = 61, mit der Amplitude 1 multipliziert.

I fir 0<t<AT 1 fir 1=0

81(i-At) = { = { = 9 (56)

0 sonst 0 sonst

Zur Unterscheidung vom Normimpuls mit der Flédche 1 wird er im folgenden
als ,,Eins-Impuls* bezeichnet.

Die einzelnen Eins-Impulsantworten gy . werden bis zum Abtastzeitpunkt n

aufaddiert und ergeben den Wert des Ausgangssignals an diesem Zeitpunkt:

Diskrete Faltung: x,, = % 81— Y (57)
1=0

2.6 Digitale Filter auf der Basis des Faltungssatzes

Wie fiir analoge Signale gilt auch fiir digitale, daf} sich das gefilterte Signal aus
der Summe der mit dem Eingangssignal gewichteten Impulsantworten darstellen
1aBt, also das Eingangssignal u mit der Impulsantwort gy nach (57) gefaltet
wird. Mit dem Rechner 148t sich diese Operation dadurch darstellen, daf3 man
das Eingangssignale iiber eine Kette von Speichern schickt, die das Eingangssig-
nal jeweils um ein Abtastintervall AT verzogern. Das aktuelle Eingangssignal
u, zum Zeitpunkt t = t, =n-At und alle um 1- At zuriickliegenden Eingangs-
signale u,_; = u(tn —i-At) werden mit den Koeffizienten g = g(i-At) mul-
tipliziert und die Ergebnisse aufsummiert (Abb. 30).

In der diskreten
Faltung ist die
komplizierte Kon-
struktion der Delta-
distribution unnétig

Diskrete Faltung
fiihrt auf eigene
Klasse von Digital-
filtern:

Nichtrekursive
Filter, auch Trans-
versalfilter wegen
ihrer Struktur ge-
nannt
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Mit einer Verzoge-
rungskette und ge-
eigneten Gewichten
wird die Impulsant-
wort des Filters ge-
bildet

Eins-Impulsantwort

eines rekursiven Fil-
ters und nichtrekur-

siven Filters unter-
scheiden sich am
Anfang der Impuls-
antwort nicht

—r>z" I z’! I z’! I z’! I z’! I z’! I z’! [ z’!

Abb. 30 Mit der Impulsantwort gewichtete Verzogerungskette als Digitalfilter

mit endlicher Impulsantwort FIR

Statt des in der Regelungstechnik iiblichen Blockes als P-Glied wird bei der Dar-
stellung digitaler Filter in der Regel der Block fiir das P-Glied weggelassen und
lediglich der Multiplikator g; an die Signalleitung geschrieben.

C
C
C

Abb. 31 Darstellung des FIR-Filters mit gewichteten Signalleitungen

Fiir den Fall einer undendlich langen Speicherkette wiirde diese Impulsantwort mit der
des rekursiven Filters exakt {ibereinstimmen. Da aber die Impulsantworten von Filtern
in der Regeln fiir zunehmende Zeit immer kleinere Amplituden aufweisen, ist die Ab-
weichung zwischen der unendlich langen Impulsantwort eines (rekursiven) IIR-Filters
und der endlich langen des (nichtrekursiven ) FIR-Filters nur gering. Diese Zusam-
menhénge werden im folgenden am mittlerweile gut bekannten Tiefpall mit 3-dB-
Grenzfrequenz bei 0.2 Hz veranschaulicht.

2.6.1 Eins-Impulsantwort des FIR-Tiefpasses mit Grenzfrequenz 0.2Hz

Der FIR-Tiefpal, der aus dem analogen Tiefpall mit Grenzfrequenz 0.2Hz (ohne
Korrektur nach (21)) hervorgeht, ist mit einer Kette aus 8 Verzogerungsspeichern
aufgebaut. Seine Impulsantwort, die sich aus 9 gewichteten Signalwerten
zusammensetzt, endet damit nach 8 Schritten.

Wie man der folgenden Abb. 32 entnehmen kann, unterscheiden sich aber die Im-
pulsantworten des FIR-Tiefpasses (links) und des IIR-Tiefpasses nach dem 8. Schritt
nur geringfiigig, da die Impulsantwort auf vernachlidsigbar kleine Werte abgesunken
1st..
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1.0
Einsimpuls
0.8
0.6
04 b =4
FIR-Impulsantwort Die FIR_Impulsant_
- — wort bricht lediglich
0.2 anch einer endli-
= l chen Anzahl mit der
- Impulsantwort ab.
0.0 S = —
0 1 2 3 4 5 t/sec

= Einsimpuls FIR-Impulsantwort

1.0
Einsimpuls

0.8

0.6

0.4 E=

0.2
| S 'IIR-Impulsantwort
Qs @ o
0.0 =% e
) Be—fhomp —a—
0 1 2 3 4 5 t/sec

e Einsimpuls @ o e== [IR-Impulsantwort

Abb. 32 Eins-Impulsantworten des FIR- und des IIR-Tiefpasses

Fiir den Entwurf digitaler Filter gibt es unterschiedliche Methoden. Wir wollen bl I el Y0

. .. . . . . thode zum Entwurf
uns hier darauf beschrinken, die Koeffizienten des FIR-Tiefpasses aus der Im- cines einfachen Di-
pulsantwort des bereits bekannten rekursiven Tiefpasses zu gewinnen. gitalfilters

Die Differenzengleichung des rekursiven Tiefpasses lautetet nach (7)
x;, = K-x;,;, + L-u, mit

- wmdL ac

— =1-K
T + Az T + Azt
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Berechnung der Ko-

effizienten des FIR-
Filters

Beispiel TiefpaB ers-

ter Ordnung: FIR-
Impulsantwort
durch Abbruch der
Impulsantwort des
IIR-Filters

Die Koeffizienten g; der Impulsantwort ergeben sich zu

g = Kgg + L0 = KL
g, = K-gg + L0 = K?>.L'1 (58)

K-g,.; + L.O = K" -L-1

agQ
=)
Il

Fir den Tiefpall mit der Grenzfrequenz f, = 0.2Hz und dem Abtastintervall

AT = 0.5sec haben die Koeffizienten K und L die Werte K = 0.61413 und
L = 0.38587. Damit lautet der Gewichtsvektor g der Impulsantwort

0.3859
0.2370
0.1455
0.0894
g = 00549 (59)
0.0337
0.0207
0.0127
0.0078

Der Koeffizient gg hat also nur noch 2% des dominierenden Koeffizienten g . Dies

rechtfertigt einen Abbruch nach dem 9. Koeffizienten, so da3 die Impulsantwort hier
enden kann. Dies ist auch in Abb. 32 deutlich zu sehen. Fiir ein beliebiges Zeitsig-
nal innerhalb der Giiltigkeit des Abtasttheorems sind also zwischen rekursivem und
nichtrekursivem Filter keine gravierenden Unterschiede zu erwarten.
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2.6.2

Filterung einer Sinusschwingung bei der halben Tiefpal3-Grenzfrequenz

Wie bereits in Kap. 1.2.5.1 wird ein sinusférmiges Signal auf den Eingang des
rekursiven Tiefpasses gefiihrt und im Vergleich dazu auf das nichtrekursive
Filter mit 8 Verzdgerungsspeichern.

10 A Analoges Eingangssignal
' -F\Lé'l Digitales Eingangssignal Fd
//i- ' - ‘s\ 1" h ] /f . r
’r/ I \‘\—} = Ausgang FIR-Tiefpal3 /l/—l r!
05 T T 7T =
/ \ /
L — 1 3
/f l \\‘ ' ' ‘/i _'
// - ‘\|_ - / | ]
00 T 8 g =
2 4 \ -
VIR //]1 | t/sec
\‘\ - i /l— - ]
- /
0.5 b /; .
\\\-i L Q /'-
YA + -
R 7 Vergleich einer Fil-
-1.0 =1 terung mit FIR- und
IIR-filter
L0 A Analoges Eingangssignal
' ,/ —R"J Digitales Eingangssignal A
Al =y (4 -
/l ’ Dk | /! o
/ - \ ]
/ J _l_ o d
0.5 i I3 A
/ I ! \l l I =
/ - A ) o /; .
/{- ': \Tl iAJsgang IIR{TiefpaB //i !
/’/ * | l . -y / l :-
0.0 r '. \'— 1 : g - —
2 4 '
b Fa ST thsec
AC N ‘ {- |
0.5 AL . /
S /— I’ }
IR
SRS o
1.0 g

Abb. 33 FIR- und IFR-Tiefpall im Vergleich bei Anregung durch ein
sinusformiges Signal bei halber Grenzfrequenz

Auf den ersten Blick ist kein Unterschied feststellbar. Erst wenn man die beiden
Ausgangssignale tibereinander legt, treten minimale Unterschiede zutage.
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Abwigung zwischen
Entwurf als FIR-
oder IIR-Filter

2.7 Rekursive und nichtrekursive Digitalfilter — Gegeniiberstellung

Gegeniiber den rekursiven Filtern sticht sofort ins Auge, dal der Aufwand an Verzo-
gerungsspeichern beim FIR-Filter deutlich hoher ist, als bei einem rekursiven IIR-
Filter. Dies ist auch nachteilig fiir die Rechenzeit. Dem steht der Vorteil der absolu-
ten Stabilitiit des Transversalfilters gegeniiber, da keine Riickkopplungen vom Aus-
auf den Eingang vorhanden sind.

Ein weiterer Vorteil des Transversalfilters ist eine Eigenschaft, die hier nicht behan-
delt wurde. Allein mit dem FIR-Filter 148t sich ein streng linearer Phasengang reali-
sieren, also eine zur Frequenz proportionale Phasenverschiebung. Dies ist insbeson-
dere bei der Ubertragung von Datensignalen von Vorteil, da durch diese Eigenschaft
die Signalform nicht verzerrt wird.

Ob man sich beim Filterentwurf fiir ein IIR- oder ein FIR-Filter entscheidet, hdangt
damit sehr von der konkreten Aufgabenstellung ab und 148t sich nicht allgemein
beantworten.
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Fourieranalyse und Fouriertransformation
Die Fourieranalyse und die daraus ableitbare Fouriertransformation ge-

horen zu den michtigsten Werkzeugen im mathematisch-naturwissen-
schaftlichen Bereich und in den Ingenieurwissenschaften.

Um diese Methoden zielgerichtet anwenden zu kdnnen reicht eine Kennt-
nis von Anwendungsrezepten zur Bedienung fertiger Programme nicht aus.
Vielmehr miissen die mathematischen Zusammenhénge zum ,,geistigen
Handwerkszeug* werden. Dies ist angesichts der Anschaulichkeit dieses
Gebiets, das der Funktionentheorie zugehort, viel leichter moglich, als es
diirre mathematische Beziehungen erahnen lassen.

In den folgenden Kapiteln wird fiir periodische Funktionen die Ermittlung
der Koeffizienten c; der komplexen Fourierreihe veranschaulicht. Die
komplexe Fourierreihe kann man sich als unendliche Summe aus Zeigern
mit unterschiedlicher Linge c; vorstellen, die sich mit dem i-fachen der
Grundfrequenz der periodischen Funktion (Periode T) nach links bei positi-
vem Index i bzw. nach rechts im Uhrzeigersinn bei negativem Index i dre-
hen. Trigt man die Lingen der Zeiger iiber der Frequenz f an den Stellen
f;, =i/T (evtl. getrennt nach Real- und Imaginérteil oder auch dreidimen-
sional (,,Rettichfunktion*) mit Realteil nach hinten und Imaginirteil nach
oben) auf, so erhilt man ein Linienspektrum, das Auskunft iiber die spek-
trale Zusammensetzung des periodischen Signals gibt.

In einem weiteren Schritt wird diese Periode T gegen Unendlich ausge-
dehnt, ohne die Form der Zeitfunktion zu dndern, so da3 mit dieser MaB3-
nahme nichtperiodische, energiebegrenzte Zeitsignale, wie etwa

-0, | .. . N .
x(t)=e "¢ i fiir —oo <t <+ o0, in den Frequenzbereich iibergefiihrt
werden konnen. Die daraus entstehende Funktion ist kein Linienspektrum
mehr, sondern ist kontinuierlich und heiBt Fouriertransformierte 7 (x (t ))

der Zeitfunktion x(t).

Eine Erweiterung auf lediglich leistungsbegrenzte Signale, wie etwa
x(t)=1 oder x(t)= cos(coo -t) fiir —oo <t <+oco ldBt mit Hilfe der mitt-
lerweile bekannten und (hoffentlich) verstandenen Dirac’schen &-Distri-
bution auch eine Fouriertransformation solcher Signale zu. Dies wird ins-
besondere bei der Abtastung periodischer Funktionen mit anschlieendem
Halten iiber ein Abtastintervall t,,, (,,Abtast-Halte-Glied*) von groB3er

Bedeutung sein. Diese Darstellung modelliert das tatsidchliche Verfahren
im Rechner, bei dem einer kontinuierlichen Zahlenfolge im Abstand ¢,
Werte entnommen und iiber dieses Intervall gespeichert werden. Die ma-
thematische Behandlung im Zeit- und im Frequenzbereich wird durch die
Darstellung mit einer 8-Impulsreihe bedeutend einfacher, als wenn man mit
Zahlenfolgen operieren miiflte und liefert dieselben Ergebnisse.
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In der Realitit wird einem Signal nur eine zeitlich begrenzte Probe an Werten ent-
nommen. Fiir das Ergebnis der Fouriertransformation ist es dabei von Bedeutung,
wie die Signalwerte zu Beginn und zu Ende dieses Zeitfensters bewertet werden.
Gehen alle Werte der Zeitfunktion innerhalb dieses Zeitfensters mit demselben
Gewicht ein, so spricht man von einem Rechteckfenster. (Sie werden sich gleich
im néichsten Kapitel mit den Eigenschaften so einer Rechteckfunktion beschifti-
gen). Bewertet man die Proben anders — hier gibt es Bewertungsvorschléage, die
man nach ihren Autoren ,,Kaiser-Fenster®, ,,Henning-Fenster* oder nach ihren
Bewertungsfunktionen wie z.B. ,,Rechteck-Fenster* oder ,,Bessel-Fenster* be-
zeichnet —, so hat diese MaBBnahme deutlichen Einfluf} auf die Gestalt des Spek-
trums. Durch gezieltes Einsetzen solcher Fensterfunktionen kann man gesuchte
Eigenschaften des Signals deutlicher hervortreten lassen.

Bei den folgenden Herleitungen wurde aus didaktischen Griinden bewuf3t auf Hin-
weise fiir notwendige mathematischen Voraussetzungen verzichtet. So wird nicht
ausdriicklich etwa auf die Existenz oder Konvergenz von Integralen hingewiesen,
um die Lesbarkeit und damit die Verstidndlichkeit nicht zu beeintriachtigen. Sobald
sich das ,,Gebdude Fouriertransformation* im Gedéchtnis gefestigt hat, kann dies
bei Interesse mit Hilfe der angegebenen Literatur nachgeholt und so die Breite des
Fundaments des eigenen Wissens und Konnens nach Belieben verbreitert werden.

3.1 Fourieranalyse einer periodischen Zeitfunktion x(t)
Jede Kosiunsfunktion cos ot 146t sich durch zwei

gegenldufig rotierende Zeiger darstellen (Abb. 34): A 1
J-im
cosot = % (eJrj(’)t +e_j(°t) (60) el ot
Analog gilt fiir die Sinusfunktion: COS((Dt)>
sinot = L,(e+jmt _e—jmt) 61) / Re
e J

Abb. 34 Kosinusschwingung
Bei der Darstellung einer reellen periodischen

Zeitfunktion x(t) mit der Periode T = 21/ nach Fourier durch eine unendliche

Summe von Sinus- und Kosinusschwingungen mit ganzzahligem Vielfachen der
Grundperiode ®y kann man durch geeignete Zusammenfassung von Sinus- und

Kosinusgliedern auch als unendliche Summe rotierender Zeiger darstellen:
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i—+oo B
x(t) = Zci - 100!
i——oo
(62)
i=-1 B i—+oo .
= Z c; - el + o + Zci L 1ot
i——o0 i=+1

Der linke Summenterm beinhaltet wegen i < 0 alle Zeiger, die sich im Uhrzeigersinn
drehen, der rechte alle Zeiger, die im mathematisch positiven Drehsinn entgegen dem
Uhrzeiger rotieren. Lediglich der Zeiger mit der Amplitude c(y bleibt stehen.

Betrachtet man dieses ,,Multikarussell”“ aus unterschiedlich schnell rotierenden
Zeigern, so sieht man diesen

ruhenden Zeiger, wihrend ‘

alle anderen fiir das Auge
fast unsichtbar zu rotierenden
Kreisscheiben verwischen.

J-Im

Abb. 35 zeigt eine Moment-

aufnahme dieses ,,Multika- B

russells®, mit einer ,,Belich- " \K\\\;C]
tungszeit* T/36. Die beiden - "G o

Zeiger ¢; und c_j liberstrei- Zaia »O‘>
chen in dieser Zeit gerade 1 e ) - Re
mal 10°, die beiden Zeiger ‘ S T

¢y und c_, mit der Fre- ,“[[[’C |

quenz 20 sowie c3 und

c_3 mit der Frequenz 3,
je 20° bzw. 40°.

Im Mittel sieht man wihrend
des Zeitraums einer Periode ~ Abb. 35 ,Zeigerkarussell* mit ,,Belichtungszeit* T/36
T von diesen rotierenden

Zeigern jede Richtung eines Zeigers gleich oft. Um aus dem Signalgemisch der rotie-
i—+oo0

renden Zeiger x(t) = Zci e i oot gerade die Amplitude c(, ermitteln, so muf}
i——oo0
man von x(t) lediglich den Mittelwert iiber eine Periode T berechnen:
—. . = . L e 100
- jx(t) dt - I .ch e dt
0 0L i—eo
. (63)
1= T . 1 T | i T .
= . e . —. e
- .ch je dt + T cojdt + T Ci je dt
i—>—c0 () 0 i=+l 0
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Da, wie oben bereits anschaulich erkannt, wihrend einer Periode T alle Richtungen

der rotierenden Zeiger ¢ 0" gleich oft vorkommen, verschwinden die beiden
duBeren Integrale und es bleibt der Koeffizient c(y iibrig.

Aufgabe 8 1}
Berechnen Sie das Integral ¢, = T I et dt
0
mit T=2% fir i#0

Ly

Mit derselben Uberlegung lassen sich auch die anderen Koeffizienten c;, i # 0
ermitteln. Wenn wir ndmlich das ,,Multikarussell* insgesamt mit der Frequenz
k- ( in die andere Richtung rotieren lassen, als der Zeiger mit der Amplitude
i sich dreht, so bleibt fiir den Betrachter genau dieser Zeiger in Ruhe, wihrend

jeder andere Zeiger vorbeihuscht und sich iiber die Grundperiode T im Mittel ein-
oder mehrfach zu Null ergéinzt.

Das Zuriickdrehen der ganzen Funktion x(t) mit der Frequenz k - ® wird dadurch

erreicht, dal man diese Funktion mit dem Faktor e kgt multipliziert.
1 T . 1 Tl ioteo
— | xlt ‘C_J'k'm"'t dt - . c eJl(DOt _Jk.mn,tdt
Foera - L 8
1 i=k—1 T » 1 T . 1 - . - (64)
= . c, ,Iej-(l—k).mo.t dt n 1 CkJ'eJ.(k_k).mO.tdt 4 1 Zci .IeJ'(l—k)'mo't dt
T 5= 0 T 0 T 55 0

Wieder werden die Integrale in der linken und rechten Summe zu Null, so daf3 sich
als Bestimmungsgleichung fiir die Koeffizienten analog zu (63) ergibt:

cy = x(t)- e Tkt g4 (65)

1
T

S —_—
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Aufgabe 9 | Gegeben seien die beiden periodischen Rechtecksignale gleicher Dauer At aber
unterschiedlicher Periode T.
A
a pr—
S oA A T a0 3a axe s o
T,/2
A 1
a
N A 240 | 3AT ine | sar O
T,/2
Berechnen Sie allgemein die Fourierkoeffizienten ¢y in Abhingigkeit von der Frequenz
f= % =1- 2—0 und tragen Sie die Linienspektren in das untenstehende Diagramm in der
T
jeweils zugehorigen Farbe ein. Zum Zeichnen der Hiillkurven nehmen Sie zunéchst i nicht als
ganze Zahl sondern als reelle Zahl an.
| TTTTTCf S S A
I I N
| . R |
e A S L
| ! T SR |
e ] o | S |
T a4t A— = —
o = R R |
ol
| ] . S
\ 1 i | e |
*\%1***011:*1%**%14%%%%%‘****%‘%%***L
B . | o |
‘:: i | o] o |
-t
‘:: ‘:::::::‘H:::UAT:::::::::2/‘“::::::::3/‘A111111111f=i/T
. A
ESSEERY TS R S S i SR ISy
Aufgabe 10 | Gegeben seien die periodischen Funktion (Rechtecksignal) aus Aufgabe 9 mit der Periode

T, =2-At

Berechnen Sie die Fourierkoeffizienten ¢y, c;, .1, ¢2, ¢2 und c3, c.3. Bilden Sie daraus mit
Hilfe von Matlab oder Scicos schrittweise die Summe der rotierenden Zeiger und zeigen Sie
den Verlauf der Summenzeiger iiber der Zeit t in einem Diagramm.
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3.2 Von den Fourierkoeffizienten zur Fouriertransformation

Im Diagramm der Spektrallinien von Aufgabe 9 sieht man, dafl der Abstand der
Spektrallinien Af = @ /27 =1/T mit zunehmender Periodendauer T ebenso ab-

nimmt wie die Amplitude der Spektrallinien. Dies riihrt von der Mittelwertbildung
der rotierenden Zeiger her, bei der das Integral in (65) noch durch die Periodendauer
T dividiert werden muf3. Dagegen hiingt die Grof3e des Integrals allein offensichtlich
nicht von der Periodendauer ab. Daher liegt es nahe, die Spektrallinie aus den beiden
Faktoren Af =1/T und dem Integral

T . +T/2 '
X(k-2nfy) = X(f,) = j x(t) e k@0t g = jx(t)-e‘l'k'“)O't dt (66)
0 )
darzustellen:
+T/2 .
o = Af-X(f) = Af- jx(t)~e‘1'2"fk't dt 67)
~T/2

Dariiber hinaus werden die Grenzen der Integration um eine halbe Periode zu frii-
heren Zeiten hin verschoben, da es bei der Integration iiber eine volle Periode oder ein
ganzzahlig Vielfaches davon nicht darauf ankommt, wo man mit der Summation
beginnt und die Symmetrie der Grenzen fiir die weiteren Betrachtungen vorteilhaft ist.

Bildet man mit den so ermittelten Fourierkoeffizienten ¢y die Fourierreihe x(t), so
erhilt man folgenden Ausdruck:

k—+o0 . k—+oo +T/2 . '
x(t) = ch Loik2mpt _ Z J‘X(t).e—j-ZTka-t dt- AF |- e k2ot )
k= k——o | -T/2

Der Ausdruck in der eckigen Klammer stellt die Fourierkoeffizienten dar. Man kann
ihn in einem Diagramm auch darstellen als Reihe von Rechtecken mit der Breite Af
und der Hohe X(fk ).

Abb. 36 zeigt die diese Treppenfunktion aus Aufgabe 9 fiir die Rechteckpulsreihe mit der
Impulsbreite 0.5 sec, der Impulshohe a = 1 und der Periode T =5-At=2.5sec .

Die Spektrallinien haben den Abstand Af =1/T =1/2.5sec =0.4 Hz
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Die Funktion X(f Kk ), in Aufgabe 9 der A

Ausdruck X /sec a-AT

X(fk):a-At-smn'k'Af'AT, 0.5 T "'%;ﬂ [N
n-k-Af - AT : ]

stimmt an den Stellen f} = k-Af mit 0% I el AL i s

der Treppenfunktion iiberein. 03 -

VergroBert man die Periode T der Zeit- > /L) L fL
funktion immer mehr, ohne die Gestalt !

des Rechteck mit der Breite At und 0.1 ~ [
der Amplitude a zu dndern, dann ! W

| »

wandern die Spektrallinien immer 0.0 ‘ L I |
weiter zusammen, ohne daf} sich die 0.0 1.0 f= o /Hz
Hiillkurve dndert. Af =0.4Hz

Fiir T — o0 wird aus Abb. 36 Reduzierte Fourierkoeffizienten

fi =k-fg =k/T =k-Af die kontinuierliche Frequenz f. und unter Voraussetzung
der Konvergenz ergibt sich schlie8lich das Integral der Fouriertransformation:

t—+oo
F) = x€) =[x ©9)
t—>—oo
Sie ordnet einer Zeitfunktion x(t) eine Bildfunktion <7 (x(t)) = X(f) im Frequenz-
bereich zu.

Auch in (68) kann man diesen Grenziibergang machen, da bei wachsendem T der
Ausdruck Af =1/T gegen Null geht und die Summe in das Integral mit dem Differen-

tial df tibergeht..

k-fy—+oo ) f—+oo '
x(t) = 1im[ ZX(f)-eJmU't'Af} = [ X(F)-e7™-df (70

AF =0\ o S S

Diese zweite Beziehung fiihrt die Spektralfunktion X(f) wieder in die urspriingliche

Zeitfunktion x(t) zuriick und heiBt ,,Inverse Fouriertransformation® 7 1 (X(f)).

Die Integrale konvergieren auf alle Fille fiir energiebegrenzte Signale. Die Fourier-
transformation 148t sich aber auch auf nichtenergiebegrenzte Signale mit endlicher
Leistung anwenden. Die folgenden beiden Aufgaben 12 und 13 fiihren hin auf die
Ermittlung der Fouriertransformation solcher Signale, wie etwa eine Kosinusschwin-
gung oder ein Gleichsignal endlicher Linge. Dabei werden wir wieder auf die
Dirac’sche Deltadistribution stoflen.
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Fouriersynthese
Endliche Periode T = i
Af

X(t) — Zoo:(Xk .Af).e+j27c-k-Af-t

k——oo

+oo
+i2mf, -t
2.0 e

k——oo

Inverse Fouriertransformation

Unendliche Periode T = é — o

Fourieranalyse

X, = X(k-Af) = S&

Af
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Aufgabe 11

Gegeben sei ein Impuls 0 (t) mit der Dauer At und der Amplitude 1/At (,Normimpuls*
mit der Fldche 1).

1/A7

}\\\\\\\\\}\\\\\\\\\\\\\\\\}\\\\\\\\\}\\\\»
— AT/2 AT/2 2.AT t

Berechnen Sie die Fouriertransformierte X (f) dieses Normimpulses.

Aufgabe 12| Gegeben sei die Zeitfunktion x, (t)=o(t) e
1.0
——
0 \lloc ¢
. . ) . 1
- Berechnen Sie die Fouriertransformierte Xl(f ) (Ergebnis: Xl(f ) = ————
o + j-2nf
Aufgabe 13 U fir t >0
Gegeben sei die Zeitfunktion x(t) = e = © o
e fir t <0
1.0
el Jte : .~ e ——
1ol 0 Ta o

200

- Berechnen Sie die Fouriertransformierte X(f) (Ergebnis: X(f) = 5 =)
o’ + (2nf)

- Wie groB ist die Fliche unter X(f)?
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3.2.1 Wichtige Eigenschaften der Fouriertransformation und Anwendung auf
diskrete Systeme

3.2.1.1 Spektrum des Normimpulses und der d-Distribution
Zunichst betrachten wir zwei Normimpulse 8 (t) mit der Fliiche 1 (Abb. 37). Die

Fouriertransformation ergibt als Spektrum die bekannte sin(x)/x -Funktion mit

sin(r-f - At)
X; () = —=—— (1)
T-f-At
Je schmaler der Impuls &, (t) ‘ll IAr
wird, desto mehr verbreitert sich
die sin(x)/x -Funktion (Abb.
38) 1/4A7
TR T AT A7t

Abb. 37 Abnehmende Normim-
pulsbreite fiihrt auf ...

At = 0.5sec

LaBt man schlieBlich AT — 0 gehen, so erhilt

" ™ man die Dirac’sche Deltadistribution 8(t). Deren
- Spektrum
Abb. 38 ... ein sich verbrei- X5 (f) weist fiir alle Frequenzen den konstanten
terndes Spektrum Wert 1 auf. Es gilt also:
(0 = 3(0) o— XMf)=1 @

Das Symbol ,,O———— “ hat sich eingebiirgert fir X(f) = <7 (x(t)).

x(t)/(1/sec) Xg(f)

Xs (t)

1.0 O ° 4

0.5

| — r— T 1 T T T 1 T T T T T

o see 3 2 4 0 1 2

Abb. 39 Die Fouriertransformierte einer 8(t)-Distribution ist das Spektrum X;3(f) = 1

Ergebnis:
Die Fouriertransformierte eines zeitlichen Dirac-Impulses ist ein Frequenzspektrum
X;5(f) = 1, das alle Frequenzen mit gleicher Amplitude beinhaltet
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3.2.1.2 Spektrum eines Gleichsignals

Bei der Ermittlung des Spektrum einer Deltadistribution war die Recht-
eckfunktion in Abb. 37 sehr hilfreich. Sie fiihrt ja auf die sin(x)/x -
Funktion, die uns mittlerweile schon sehr vertraut ist. Wahlt man als
Amplitude nicht 1/At sondern 1, dann ist das Spektrum die mit At
multiplizierte sin(x)/x -Funktion. LiBt man AT — oo gehen, dann wiichst
die Amplitude bei f =0 {iiber alle Schranken, wihrend die Nullstelle
zunehmend gegen 0 wandern. Ein klarer Fall von 8-Distribution mochte
man meinen. Dazu miifite allerdings auch das Uneigentliche Integral iiber
diese Funktion fiir alle At gleich 1 sein. Leider tut sie uns diesen Ge-
fallen in keiner Weise. Ja, sie widersetzt sich jedem Integrationsversuch
aufs heftigste und konvergiert nicht. Damit existiert dafiir kein
Grenzwert einer Funktionenfolge.

Daher miissen wir uns nach eine anderen Zeitfunktion umsehen, die als
Grenzfunktion x(t)=1 ergibt und uns im Gegenzug im Frequenzbereich
eine konvergente Funktionenfolge liefert. Dazu bietet sich uns die
Zeitfunktion aus Aufgabe 13 an. LBt man bei der symmetrisch zu Null
abfallenden Exponentialfunktion x(t) = e die Grenzkreisfrequenz o
gegen Null gehen so entsteht die gewiinschte Zeitfunktion x(t)=1. Fiir
die Fouriertransformierte lieferte die Aufgabe als Ergebnis

200
X\f =
(t) o + (2nf) (73)

und die Fldche unter dieser Kurve ist tatsdchlich gleich 1 unabhingig
vom Wert der Grenzkreisfrequenz o

X(fH)/Hz™!
20| XDz

1.8+
1.6

O—o 1.0+ )
0.8+
0.6

> 0.4
O ]/OC t 0.2 \\E
o r— || S

nt der Funktionenfolge mit 3 > N 0 | ) , THz
funktion x(t) = 1

Abb. 41 Fouriertransformierte fiir abnehmen-
des o
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Fiir o — 0 konvergiert X(f) gegen die Delta-Distribution 8(f) im Frequenz-
bereich. Hier hat die Delta-Distribution die Dimension 1/Hz, wihrend die zeit-
liche Delta-Distribution die Einheit 1/sec hat. Damit gilt folgende Zuordnung:

x(t) = 1 O— X(f) = a(f) (74)

10

t

Abb. 42 Fouriertransformierte des konstanten Zeitsignals x(t) = 1

Ergebnis:

Die Fouriertransformierte eines Gleichsignals mit Amplitude 1 ist eine
Delta-Distribution im Frequenzbereich mit der Einheit 1/Hz

Die bisherigen Ergebnisse lassen die Vermutung zu, daf} leistungsbegrenzte Zeitsignale

sich mit Hilfe der Delta-Distribution darstellen lassen. Diese Vermutung wird sich mit den
folgenden Uberlegungen bestétigen.

3.2.1.3 Zeitliche Verschiebung einer Zeitfunktion um t,p;

Da wir in 3.4 ein kontinuierliches Signal mit einer Reihe aus 6-Impulsen abtasten
werden, die mit der Periodendauer t,,, aufeinander folgen, ist das Spektrum einer

zeitlich um t_, nach hinten verschobenen Zeitfunktion x(t), also

x"(t) = x(t - tab[) von Interesse. Die Herleitung erfolgt vollig analog zum
Verschiebungssatz der Laplace-Transformation Kap. 1.2.3, der mit Einfithrung
von z zur z-Transformation fiihrte.

Bildet man nimlich die Fouriertransformierte X" (f ) mit
X'(f) = J‘x (t)-e?™.dt = Ix(t —t, )-e ™ . dt (75)
und ersetzt die Differenz t —t,, durch

*

t = t—t,, , (76)

" Hz
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so bleiben die Integrationsgrenzen erhalten und es gilt

dt* — dt sowie e—jzm — e—j2nf-(1++1abl) — e—jant:k 'e—jZﬂ',flﬂbl (77)
Die Fouriertransformierte X" (f) der um t_, verschobenen Zeitfunktion
x'(t) = x(t—t,,) lautet damit:

400

X*(f) = e iamity J'X(t*)_e—jan'E‘ dt* _ X(f)‘e—pnftabt (78)

)

Verschiebungssatz fiir zeitliche Verschiebung um t,p:

Wird die Zeitfunktion x(t) auf den um t,;; spéiteren Zeitpunkt ver-
schoben, so ergibt sich die Fouriertransformierte X*(f) der Zeit-
funktion x*(t) = x(t — t,pt) dadurch, daB man das Spektrum X(f)

der unverschobenen Zeitfunktion x(t) mit ¢ ™' multipliziert.

Achtung!!! Exponent ist wegen der Fouriertransformation

j x(t)-e 2™ .dt NEGATIV, also — j27f tuy

—oo

Wegen der Abtastung ist besonders die um t,y, verschoben 8-Distribution
X 5*(t) = 8t - tabl) interessant. Fiir das Spektrum X(f) der unverschobe-

nen Zeitfunktion x4(t) = 8(t) gilt ja

x5(t) = §(t) o——o X (f)= 1 (72)

Mit dem Verschiebungssatz folgt fiir das Spektrum der verschobenen 8-
Distribution:

x; (1) = 8(t —t,) O——o Xy(f)= Le™= (79

Der Betrag des Spektrums bleibt als nach wie vor 1, lediglich die Phase &n-
dert sich laufend.
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3.2.1.4 Verschiebung eines Frequenzspektrums um f,
Nun wird nicht die Zeitfunktion x(t), sondern deren Fouriertransformierte X(f) um f,

nach rechts, also zu héheren Frequenzen hin, verschoben. Das neue Spektrum X" (f)
geht aus dem urspriinglichen Spektrum X(f) hervor durch:

X'(f) = X(f - f,) (80)

Vollig analog zu den Uberlegungen in Kap. 3.2.1.3 ergibt sich fiir die neue Zeitfunktion
mit Hilfe der inversen Fouriertransformation die Beziehung

X (f) =Xt -t,) o——0 x'(t)= x(t)e™™ @1

Die urspriingliche Zeitfunktion x(t) wird also mit einem Zeiger multipliziert, der mit
der Frequenz f rotiert.

Verschiebungssatz fiir eine Frequenzverschiebung um fj:

Wird das Frequenzspektrum X(f) zu einer um fy hoheren Frequenz
verschoben, so wird die zugehorige Zeitfunktion x(t) mit einem Zeiger
multipliziert, der mit der Frequenz f, rotiert.

Die neue Zeitfunktion hat damit die Form x"(t) = x(t)-e™*™

Achtung!!! Exponent ist wegen der INVERSEN Fouriertransformation

j X(f)-e"?™ . df POSITIV, also + j27xf)t

Genau dieser Zusammenhang ermdoglicht es uns, sinusformige Funktionen im Zeitbe-
reich mit Hilfe der 8(f)-Distribution im Frequenzbereich darzustellen.

Nach Kap. 3.2.1.2 ist das Spektrum eines konstanten Zeitsignals mit der Amplitude 1
im Frequenzbereich die d(f)-Distribution bei der Frequenz Null. Eine Verschiebung der
Distribution nach fj erzeugt im Zeitbereich einen mit der Frequenz fj, rotierenden
Zeiger, also die leistungsbegrenzte Zeitfunktion x"(t) = 1-e”*™".
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3.2.2 Zusammenfassende Beispiele

Fiir die Digitalisierung kontinuierlicher Signale durch Abtastung sind vor allem
sinusformige Zeitsignale sowie das Gleichsignal und deren Spektren von Interesse.
Daher beschrinken sich die folgenden Beispiele auf diese Gattung und bereiten
damit das Verstdndnis der folgenden Kapitel vor. Insbesondere werden die
Zusammenhinge durch die Abbildungen der Zeitfunktionen und der Spektren
veranschaulicht, damit sie sich besser und dauerhafter ins Gedédchtnis eingraben.

3.2.2.1 Verschiebung von &(t) um die Zeit t,p.

Ausgangsfunktion mit Spektrum
x5(t) = §(t) O——e  Xif)= 1

x(t)/(1/sec) 1.0“ Xg (D)

t/sec

Verschobene Zeitfunktion mit Spektrum

x5(t) = 8(t—t,,) O— Xs(f) = ].e 2ty
- / R
A 0.8 -
x(t)/(1/sec) -
| ‘ 0.4 -
7X6 (t_ tabt) goz_ _.::'_/r \/
Z o0 - T
1.0 Eo2 ]
0.4 |
0.5+ ]
0 T — B - e
t/sec 58 '?—*QTT‘S__ — 710--3_'5"'0 08
Frequenz Realteil

Die Zeitfunktion hat wegen der 8-Distribution die Dimension 1/sec. Daraus folgt, daB das
Frequenzspektrum dimensionslos ist.
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3.2.2.2 Verschiebung des Spektrums des Gleichsignals um f
Ausgangsfunktion mit Spektrum

x(t) = 1 O—o X(F) = 8(f)
! X (f)/Hz"!
da =0
0 . 2 1 o 1 2 f/Hz
Um f, verschobenes Spektrum ...
... und mit f; rotierender Zeiger
+j27ft
x(t) = 1.e™ O—e X(f) = &(f - f,)
1.0 <
] J‘X(f)/Hz'1
0.6 «
0.2 4
-0.2 4
-0.6
-1.0 4 L -3““—‘2””-‘1””0‘ ‘1‘ ‘Sf/HZ
0.0 1.0
0.4 08 3 5 0.5
Jeit t/' L6, 07" 10 Re{xt)} Die Zeitfunktion ist dimensionslos, wihrend das Spektrum
1 sec

hier die Dimension 1/Hz hat

3.2.2.3 Summe zweier um * f, verschobener &(f)-Distributionen

Ausgangsfunktion ist wieder, wie in 3.2.2.2, §(f)-Distributionen, jedoch nun kommt eine weitere,
diesmal nach links auf —f verschobene &(f)-Distribution dazu.

1 —j2m j2m
X(t) — E(e PR iRy ) O0—e X(f) = %.S(f +f0) + %.S(f _fo)
j Im{V\ }X(f)/HZ-l
1.0 - ]
0.6
0.2 4
0.2 4
0.6 3 2 1 0 | 5 /Hz
-1.0 L
00 1.0 Die bekannte Kosinusfunktion cos(2mtfyt) 145t sich also durch
S 08, 0 ' zwei &(f)-Distributionen darstellen
<16 05 Re{x(t)} :
Zeit t/sec 20
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3.2.3 Wichtige Zeitfunktionen und ihre Fouriertransformierten

Zeitbereich Frequenzbereich
2.0 JRe(X(B}/sec Im {X (D)} /sec
0.4
x(t) 0.3
1o 02
0.8 0.1
1 2 3
0.6 - - _‘3 _‘2 _‘1 ‘ “f/Hz
N g -0.1
04 0.2
02 \\ ?\\\\ =N = 03
S -0.4
0.0 “=4\‘
0.00 " \/L 0.50 ]1/{:0 150 t/sec
w=3 a=1
o 2nf
—out X(f) = j—
X(t) = G(t)- e
a2 + (2nf)? a2 + (2nf)2
JRetX(D}/sec jIm (X (£)}/sec
1o o= 0.4
08 0.3
1 0.2
0.6 ‘\ 0.1
1 2 3
04 5 5 1, ‘ "f/Hz
0.2
0.2
0.3
0.0 -— -0.4
0.00 0.50 1.00 1.50
37T T 727 3 fmz
x(t) = oft) X(f) = X_(f) = =-8(f) + ——
2 i-2mf
X® ¥
19 5 o X(O/Hz
/ |.8:
X b o=1
" ) o 1.4+
/ ///,”’/ ’ \\\\\\\ \ I.Oi
// // /'/ & \\ \\ \\\\ i ot
/ f LY \,-_ 0.6+
o=-4 a=4 -
1 1o 050 ‘ \ o | ‘ 050 1o e 0.4
o "‘ 0.2
=3 a=1 i
0.0 T——
3 3 f/Hz
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Zeitbereich Frequenzbereich
)
b =0 ix(f)/sec
—715) -100 05 00 050 100 o ‘3 T ‘2 T ‘1 T T i T \2 T :\; t7H 2
x(t) =1 X(f) = §(t)
i
1/AT
AT = 0.5sec
1/4AT
TR T A hAr Y
' \J\ M3 f/H:
AL fur —E < % 1
x(t) = 8,(t) = 1°°F (£ A7)
sin(m-f - At
0 sonst X(f) = XaN(f) =
n-f-At
|
x(t)/(1/sec)
1o X6®
Xg(t)
1.0 i
0.5
0 " Usee 5 2 0 0 T TS
x(t) = 8(t) X(f) = X,(f) =1
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Verschiebung von Zeitfunktion bzw. Spektrum

Zeitbereich Frequenzbereich
x(t)/(1/sec) A Xs ()
1.0] 0
R SR T T S
X(f) = X (f) = 1
A .
x(t)/(1/sec) o
XS (t- tabt) E:
1.0 E?
0.5 e
0 t/S eC Frequenz f/Hz 20 10 Re{X()}
* —. . . —. o .
x() = xg(t—ty) = 8(t—ty)|x(F)= e . x,(f) = e
10 X (f)/Hz™"
0 r -3 ‘2 1 0 ; 2 ; fiHz
x(t) = 1 X() = 8f)
jIm{M\ Axomz!
1,0\_
oAa\:
OAZ\_
—OAZ\_
-0.6 4
60 1 L., , f/Hz
0.8 12 0
Zeitt/secl'6 0 10 ” Re {x(©} .
x"(t) = x(t) "2t = grmht [X(F) = X(f-f)= d(f -f,)
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3.3 Abtastung kontinuierlicher Signale

3.3.1 Modellierung der Umwandlung eines kontinuierlichen Signals in eine
Treppenfunktion

In einem digitalen Regelsystem (Abb. 44) werden dem analogen Signal u(t) zu dqui-
distanten Zeitpunkten i-t,, mit Hilfe eines Analog-Digitalwandlers MeBwerte entnom-
men (Abb. 43) und in Zahlenwerte u, umgewandelt. Durch die Speicherung dieser
Werte bis zum jeweils nichsten Abtastzeitpunkt (i + 1)-'[2lbt entsteht das Treppensignal
X ;, das im digitalen Regler weiterverarbeitet wird.

u u i

u() . u, u, Xt
u,

0 1 2 3 4 Uy, 0 1 2 3 4 t/t,, 0 1 2 3 4 thy,

Abb. 43 Entnahme von Signalwerten, Umwandlung in eine Zahlenfolge und Erzeu-
gung einer Treppenfunktion durch Zwischenspeicherung

Analogsignal u(t) A/D- Zahlenfolge u; Speicher
—> —]

Wandler

Treppensignal X

Abb. 44 Realisierung im Rechner

Um das stationére und dynamische Verhalten des Regelsystem berechnen zu konnen,
muB dieser Vorgang mathematisch geeignet modelliert werden. Die Umwandlung der
kontinuierlichen Zeitfunktion u(t) in die Treppenfunktion XT(t) 1aBt sich mit Hilfe

von Einzelimpulsen der Dauer t,, (Abtastintervall) bewerkstelligen, so wie bei der

abt
Herleitung des Faltungssatzes in Kap. 2.4.1. Diese Impulse lassen sich mit Hilfe der in
Kap 3.2.1 hergeleiteten Fouriertransformierten im Frequenzbereich darstellen. Damit
werden wir den Abtastvorgang in einer geschlossenen Darstellung im Frequenzbereich
erhalten, so daf} wir im einzelnen das Frequenzverhalten des Abtastsystems untersu-
chen konnen. Ein Ergebnis wird das bereits anschaulich in Kap.1.2.5.2 verstandenene
Abtasttheorem von Shannon sein.

Zur Herleitung des Modells der Abtastung werden wir zunichst einige Teilaspekte

vorab beleuchten, ndmlich

- das Spektrum einer o-Impulsreihe

- das Spektrum X (f)eines Impulses X (t) mit der Amplitude 1 und der
Dauer t,,

- das Spektrum X (f) der aus diesen Impulsen gebildeten Treppenfunktion
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Dieses Ergebnis wird uns auf eine dem obigen Blockschaltbild Abb. 44
dhnliche Struktur fiihren, die dasselbe leistet, jedoch kein 1:1-Abbild dieses
Blockschaltbildes ist [6].

3.3.1.1 Spektrum einer &(t)-Impulsfolge
Wir werden im Laufe der Modellierung auf eine Ausdruck der Form

+ oo
—i2mf-t, . . .
Ze e gtoBen. Diesem Spektrum aus lauter rotierenden Zeigern
k— —oo

entspricht mit dem Verschiebungssatz fiir Zeitfunktionen (78) und dessen
Anwendung auf die §(t)-Distribution (79) einer 8-Impulsfolge im Zeitbereich:

Xsabl (t) = ZS(t —k- tabt) O—o XSAbl (f) = Ze_jzn'f'k"ab: (82)

k——oo

(Spéter in Kap 3.4.2 werden wir auch die iiberraschende Tatsache feststellen,
daB sich die &(t)-Impulsreihe im Zeitbereich auch durch eine &(f)-Impulsreihe
im Frequenzbereich darstellen 14Bt. Fiir die unmittelbar folgenden Uberlegun-
gen bendtigen wir aber diese Zusammenhénge noch nicht.)

3.3.1.2 Spektrum eines Eins-Impulses der Dauer t,

Die Treppenfunktion x . (t) reprisen-
tiert ja das kontinuierliche Signal und
wird aus Impulsen mit der Amplitude
u, zusammengesetzt. Dazu versu- XTl(t)
chen wir im folgenden, das Spektrum ‘ ‘ ‘
eines Impulses mit der Amplitude 1 0 1 2 thy,
und der Dauer t, zu finden. Wir

i

! G

t
verwenden zwei Einheitsspriinge o, -+
zum Zeitpunkt t =0 und G,zum Abb. 45 Eins-Impuls x1; mit der

Zeitpunkt t,, , die wir voneinander Daufsr tab.t aus der ]?1fferenz
‘ a zweier Einheitsspriinge
abziehen (Abb. 45):

xg(t) = 6,(t) = o,(t) = olt) - o,(t) (83)
mit

(t) 3 I fir t=>¢,,
2 |0 sonst (84)
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Um die Fouriertransformierte X (f) zu ermitteln, benstigen wir die Fouriertransfor-
mierten der beiden Spriinge.

Nach der Tabelle in Kap. 3.2.3 ist das Spektrum X (f) des Einheitssprungs

1
—_ +
2 j-omf (85)

Fiir den um t_,, nach rechts verschobenen Einheitssprung gilt mit dem Verschie-
bungssatz (78)

. 1 e’jzn‘f'[ub\

X f — X f 3 =327t t — _8f +

o (f) = X(f)-e 30+ = (86)
und §(f)-e e = §(f)
Damit ergibt sich endgiiltig als Spektrum X, (f) des Eins-Impulses

1 _ e_j2n'f'tabt

Xsf) = —mM—

r(f) o (87)

3.3.2 Spektrum Xry(f) der Treppenfunktion xr(t)

Als letzter Schritt erfolgt nun die Darstellung der Treppenfunktion durch eine Folge
von im Abstand t, aufeinanderfolgenden Einsimpulsen, die mit dem Funktionswert
u(k-tan) gewichtet sind. Das Ergebnis fiihrt auf ein Blockschaltbild aus linearen Syste-
men, das die in Abb. 43 gezeigte Behandlung des kontinuierlichen Signals durch den
Rechner in mathematisch geschlossener und als Frequenzgang auswertbarer Form mo-
delliert.

Nach Abb. 43 wird der kontinuierlichen Funktion zu den diskreten Zeiten k-t,,, der

zugehorige Funktionswert u, = u( ) entnommen und bis zum nichsten Abtastzelt—
punkt gespeichert. Die entstehende Treppenfunktion 148t sich darstellen durch

x5 (t) = i o) [olt—k-t,,) = oft - (k+1)-t,,)] (88)
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also durch die mit u, gewichtet Summe aufeinanderfolgender und durch die

Differenz zweier Einheitssprungantworten dargestellten Eins-Impulse. Daraus
folgt mit (86) die Fouriertransformierte der Treppenfunktion

o0 t RS LIS SO o2 (k)
K oo 2w f i2w-f
(89)

1 _ e—jZTL-f'tnh‘

) ﬂT . Z u(k ' tabt) . e_jzn‘k'f‘tam
. k ——o

Der Ausdruck unter der Summe sind Zeiger im Frequenzbereich. Die Linge

dieser Zeiger sind die Funktionswerte u, =u(k-t,, ), die der kontinuierlichen

Funktion u(t) zu den diskreten Zeitpunkten k-t , entnommenen werden

Vergleicht man diese Summe mit dem Spektrum (82) in Kap. 3.3.1.1, so stellt
man fest, da die zu dieser Summe im Frequenzbereich gehorende Zeitfunkti-
on eine mit u(k-t,,, ) gewichtete Reihe aus 8-Distributionen darstellt. Der

Faktor vor dieser Summe im Frequenzbereich, die Fouriertransformierte des
Einsimpulses, macht also offensichtlich im Zeitbereich aus dieser 8-Impuls-
reihe die gewiinschte Treppenfunktion X (t). Wir nennen es ,,5-Halteglied*,

weil es aus einer d-Distribution mit dem Impulsintegral 1 einen Impuls mit
der Amplitude 1 und endlicher Dauer t_,, bis zum nichsten 8-Impuls macht.

3.3.3 Mathematische Darstellung der Abtastung

Die Reihe der mit den Diracimpulsen multiplizierten Signalwerte

+o0

ug(t) = Dulk-ty)-8t—k-t,) (90)

k——oo

148t sich also auch als Produkt der kontinuierlichen Zeitfunktion x(t) mit der
Diracpulsreihe darstellen

0,(0) = ul) Lol -ker,) o1

und ergibt sich allgemein aus der Eigenschaft der d-Distribution, die fiir
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Argumente ungleich Null verschwindet, also §(z) = 0 fir z=0.

Damit ist das mathematisches Modell der realen Abtastung im Rechner nach Abb. 43
durch folgendes Blockschaltbild darstellbar:

d-Abtaster
Analogsignal u(t) _/ d-Impulsfolge ug o-Halte- Treppensignal x 1
e — —

} glied

Abb. 46 Modellierung der Abtastung und Speicherung

Mit dem 8- Abtaster werden zu dquidistanten Zeitpunkten (Intervall t ) dem analogen
Signal u(t) Werte entnommen, die das Gewicht einer 8-Distribution durch u(k- tabl)

bestimmen. Die physikalische Einheit dieser gewichteten Folge ist damit z.B. Volt/Se-
kunde.
Das §-Halteglied, dessen Antwort auf eine §(t)-Distribution (mit Einheit 1/sec) der

Eins-Impuls mit Dauer t , und Amplitude 1 ist, macht aus dieser mit u(k -t )

gewichteten 8(t)-Folge die gewiinschte Treppenfunktion XT(t)

Zum Vergleich auch nochmals Abb. 44, die zeigt, wie die nach Abb. 46 modellierte
Abtastung und Erzeugung der Treppe durch die Verarbeitung im Rechner erfolgt:

Analogsignal u(t) A/D- Zahlenfolge u, Treppensignal X

e Speicher-

Wandler

Abb. 44 Realisierung im Rechner
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3.4 Spektrum abgetasteter Signale — Shannon’sches Abtasttheorem

Um zu verstehen, wie aus einem abgetasteten Signal das urspriingliche, konti-
nuierliche Signal wiedergewonnen werden kann, ist es nétig, das Spektrum des
abgetasteten Signals zu betrachten. Im folgenden wird dies allgemein herge-
leitet und am Beispiel einer ab-
zutastenden Kosinusschwingung
u(t)=2-cos 2nf ,t mit der Freq-
uenz f =0.2Hz und der Amp-

litude 2 durch eine Diracimpuls-
reihe mit der Abtastfrequenz
fpt =1Hz veranschaulicht

(Abb. 47).

Die mit 6-Impulsen abgetastete
Funktion x(t) liefert durch Mul-

R k . Abb. 47 Durch Diracimpulse abgetastete
tiplikation mit der d-Impulsreihe

Kosinusschwingung

g(t) = Z”S(t—k-tam) (92)

k——o0

die Abtastreihe (91). Im folgenden wird untersucht, welches Spektrum U (f)
die Multipikation zweier Zeitfunktionen u(t) mit dem Spektrum U(f) und
g(t) mit dem Spektrum G(f) ergibt.

Dazu muB auch das Spektrum der d-Impulsreihe ermittelt werden. Dies wird
zu einem {iberraschenden Ergebnis fiihren.

Fiir die Herleitung des Spektrums des abgetasteten Signals wird in folgenden
Schritten vorgegangen:

- Ermittlung des Spektrums zweier multiplizierter Zeitfunktionen

- Ermittlung des Spektrums der (zeitlichen) (t)-Impulsreihe

- Faltung einer Zeitfunktion mit einer &(t)-Distribution

- Faltung zweier 8-Distributionen

- Ermittlung des Spektrums der mit der Kosinusfunktion u(t)=2-cos 2nf,t

multiplizierten d-Impulsreihe
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3.4.1 Spektrum zweier multiplizierter Zeitfunktionen

Bei der Laplacetransformation haben wir in 2.4.3 gesehen, da3 die Faltung zweier
Zeitsignale in die Multiplikation der zugehorigen Laplacetransformierten abgebildet
wird. Angesichts der bisher kennengelernten Symmetrien zwischen Zeit- und Fre-
quenzbereich ist zu erwarten, daB die Multiplikation zweier Zeitfunktionen u(t) und

g(t) umgekehrt zur Faltung der zugehorigen Spektren U(f) und G(f) fiihrt.

Ausgangspunkt seien also die beiden Zeitfunktion u(t) und g(t) mit den zugehdrigen
Spektren U(f) und G(f):

u(t) O—o U(f) ©93)
g(t) O— G(f)

Gesucht ist das Spektrum Uy (f) der beiden multiplizierten Zeitfunktionen:

us(t) = u(t)-gt) O——= U,(f) (94)

Stellt man das Produkt der beiden Zeitfunktionen auf der linken Seite von (94) durch die
inverse Fouriertransformierte ihrer zugehérigen Spektren U(f) und G(f) dar.

+oo +oo
x5(t) = u(t) glt) = j U(f). etz gf |. j G(f) e tiZmMt . gf (95)

und benennt die Integrationsvariablen um in v und w, so kann man beide Integranden
unter ein Doppelintegral ziehen:

W—>too  V—too

x(0) = u()-g() = [ JU()-Gwe " -dv-dw (96)

W—y—oo  y—y—oco

Substituiert man die Summe im Exponenten durch die Variable f

f=v+w (97)

und betrachtet v lediglich als Koordinatenverschiebung nach links, so ergeben sich die
gleichen Integralgrenzen wie bei den alten Variablen sowie die Beziehungen fiir df und
die durch f ersetzte Variable w:
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df = dw 03
Foy (98)
Damit ist der Exponent nur noch von der Variablen f abhiingig, so daf sich

(96) folgendermallen zusammenfassen 146t:

ua(t) = ut)-glt) = _[ _[U(V)~G(f—v)-dv e PmOt . df (99)

Der Ausdruck in der eckigen Klammer ist das Faltungsintegral fiir die beiden
Spektren, das duBere die inverse Fouriertransformation <7 ' (U (f)

Damit ist bestétigt, da3 die Multiplikation zweier Zeitfunktionen dquivalent ist

zur Faltung der zugehorigen Spektren:
= U(f)=G(f) (100)

x5(t) O— X;(f) =

= u(t)-g(t)
Der Stern * auf der rechten Seite symbolisiert hierbei die Faltung entsprechend

dem Integral in der eckigen Klammer von (99).

Die Multiplikation zweier Zeitfunktionen u(t) und g(t) fiihrt im Frequenz-
bereich zur Faltung der zugehorigen Spektren U(f) und G(f):
o e Xp(f) = U(f)*G(f)

xs(t) = u(t)-gt)

30.06.2008 18:19
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3.4.2 Spektrum einer §-Impulsreihe

Das kontinuierliche Zeitsignal u(t) wird mit der Diracimpulsreihe (92) multipliziert.
Die Fouriertransformierte eines Diracimpulses g; (t)=8(t —1i- tabt) ergibt nach Kap.
3.2.1.1 (Spektrum des Normimpulses und der d-Distribution) und Kap.3.2.1.3
(Zeitliche Verschiebung eines Signals um t,,) das Spektrum G; (f) = e 12 e
Damit hat die Fouriertransformierte G(f) der Diracpulsreihe (92) die Form

gt) = Dd(t-k-t,) O—oe G(f) = Dlemtim (101)
k——oo k——co

Dieses Ergebnis hilft hier leider nicht viel weiter. Wenn man aber bedenkt, dal diese
Dirac-Impulreihe auch eine periodische Funktion ist, existiert auch eine Fourierreihe

von g(t):
< +oo +j2nti4
gt) = Y8(t-k-t,) = Yec
- - (102)

+o0
_ ) Rkt
- z fabt ng (f ) € '

Xa (f) ist das Integral in (66), also das Integral iiber die Funktion g(t)- e /™"t
t t ;

von — -2 pbig 4+ -3t \wobei die Exponentialfunktion den mit ™ rotierenden
Zeiger zum Stehen bringt. (siehe Kap. 3.1):

Fa /2 ‘

Xu() = [ e -
—tap /2
ity /2 (103)

—ta /2

Damit lautet die als Fourierreihe dargestellte Diracimpulsreihe
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g(t) - Zoo: S(t -k- tabt ) = Zoo:fabt -1 e+j2n‘k'f*‘*’"l

k——oo

(104)

+oo

_ +j21k £yt
- fabt Ze

—oco

Wenden wir nun auf diese Reihe aus e-Funktionen, hier rotierenden Zeigern im
Zeitbereich, die Fouriertransformation an, so erhalten wir mit den Ergebnissen
aus Kap. 3.2.1.4 (Verschiebung eines Frequenzspektrums um fp) mit

etPmot 0 o S(f —fo) (105)

im Frequenzbereich ebenfalls eine Diracimpulsreihe!

gs(t) = Zwﬁ(t—k-tabt) O—e Gilf)= fabwfﬁ(f—k-fabt) (106)

k——oo

“ GS 6}

2 123 a5 ey, -1 I

[}

3

Abb. 48 Spektrum einer §(t)-Pulsreihe ist eine &(f)-Pulsreihe

3.4.3 Faltung einer Funktion u(x) mit einer 8-Distribution

Eine der beiden durch Faltung verkniipften Funktionen sei die zeit- oder fre-
quenzabhingige Funktion u(x), die andere die um X pnach rechts verschobene

8-Distribution g(x) = 8(x —x).

u(x)*g(x) = fu(x—z)-g(z)-dz = fu(x—z)-S(z—xo)-dZ (107)

Da im Falle einer Frequenzfunktion weder u noch g der Einschrinkung der
Kausalitiit unterworfen ist (= Impulsantwort kann im Falle einer Zeitfunktion
erst nach dem Eingangsimpuls kommen), ist die Integration beim Faltungssatz
bis —co ausgedehnt.

Prof. Dr. Hocht 77/91 30.06.2008 18:19

Z_Dig_Sig_Hauptdokument_ohne_Folien



Fahrzeugmechatronik Masterstudiengang
HOCHSCHULE M 3.2 Sensoren und Aktoren
Ationenrn Labor fiir Automatisierung und Dynamik AuD FK 03MB

Die 6-Distribution verschwindet fiir z # x(y. Damit ist der Wert von u ebenfalls nur

mehr an der Stelle z = x(; von Interesse und aus (107) wird

+oco

u(x)xg(x) = Ju(x—x0)~8(z—x0)-dz

(108)

“+ oo

= u(x—xq) J.S(Z—Xo)-dz = u(x—xq)

—00

Die Faltung mit der &Distribution g(x) = 8(x —x)) verschiebt also den Fal-
tungspartner u(x) nach rechts auf u(x — X0 ). Dabei kann der Faltungspart-
ner u(x) auch selbst eine &-Distribution sein: u(x) = 8(x)

1(x),|8(x) u(x),[0(x)

u(x) sk 3(x - xy)

a X X T T T T T T T T T T T T f T T T ¥ —
0 0 0 a9 X0 Xota, X

Abb. 50 ... verschiebt u(x) nach

0

\bb. 49 Faltung von Funktion u(x)
mit d(x-Xg) ...
u(x-xo)

Ist nun auch u(x) = U(f) eine &(f)-Distribution
U(f) = 8(f —fy) (109)

als Fouriertransformierte des mit der (niedrigen) Frequenz f) rotierenden Zeigers

j2mfy -t

e im Zeitbereich und

G(f) = 8(f - k-f,) (110)

die Transformierte des mit der (hohen) Frequenz k-f,, rotierenden Zeigers e’*™ "
im Zeitbereich, so ergibt die Faltung beider Frequenzfunktionen

U(F)+G(f) = 8(F - £,)#8(f - k-f,,) = & - (£ + k-£,)) (11

Die aus der Faltung resultierende Funktion ist als wieder eine &-Distributi-
on bei der Summe beider Frequenzen k-f, und f.
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Dies ist das wichtigste Ergebnis zur Ermittlung des Spektrums X 5(f ) einer ab-
getasteten Zeitfunktion x g (t) nach (91).

Abb. 51 zeigt die Faltung einer &(f)-Distribution bei f; fiir den mit f; rotieren-
den Zeiger im Zeitbereich mit der §(f)-Distribution bei 2-f,, , der Fourier-

transformierten des mit der doppelten Abtastfrequenz. rotierenden Zeigers im

Zeitbereich.
U, G() U G(f)
&) ko |&(EF-26,)
S(f - 1L()_ 2.fuhl)
o fL() “““ i-ﬂlbt “““ f/T'IZ L ‘fo '+ ‘Q"t‘:lbl‘ f/T_IZ

Abb. 51 Faltung eines mit der niedrigen Frequenz f; rotierenden Zeigers durch
den Zeiger bei der doppelten Abtastfrequenz 2f

3.4.4 Multiplikation von u(t) mit der &(t)-Abtastimpulsreihe

Dieses Ergebnis wenden wir nun konkret auf die Kosinus-Schwingung mit der
Frequenz f, =0.2Hz und der Amplitude 2 in Abb. 47 anwenden.

u(t)= 2-cos(27t'f0 -t)
(112)

— e+j27'[-f04t + efj27'€~f0't 1.0
08 | d
_ 06
Der in mathematisch positiv rotieren- 2 83
de Zeiger wird im folgenden blau, fgﬁ 0.0
der in negativer Richtung rotierende £ -02 4
Zeiger rot dargestellt (Abb. 52). o
-0.8
1.0
0 1
5 0 Realteil
Zeit/s 10 -1
U()/(1/Hz)
Abb. 52 Spur der beiden mit 0.2 Hz ro-
S(f+f,) tierenden Zeiger des Kosinus

Die Fourierteransformation fiithrt auf das
Spektrum (Abb. 53):

02 0 02  f/Hz
Abb. 53 Spektrum des Kosinus U(t)=8(f —f,)+8(f +£,) (113)
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Abgetastet wird der Kosinus durch eine d(t)-Impulsreihe mit der Frequenz f,, = 1Hz.
Die beiden mit fo = 0.2Hz rotierenden Zeiger werden also mit der Impulsreihe g; (t)

multipliziert. Das &(f)-Spektrum G 8(f ) wird daher mit dem Spektrum U(f) der beiden
Zeiger der Kosinusfunktion gefaltet. Wir betrachten nun exemplarisch die Faltung mit
£, -8(t), mit £, -8(t—t, Jundf, -8(t—2-f, ). Abb. 54 zeigt die Faltungspartner
U(f)=8(f +f,) + 8(f —f,) und einen Teil G*(f) des Abtastsignalspektrums G(f),

2
nimlich G™(f) =1, - > 8(f —k-f,,)
0

G(f)/(1/Hz)
U)/(1/Hz)
6(1( * f“) a(f ) fo) ‘fuhIS(ffkhl) fubl.S(f - 2"fubl )
-02 0 0.2 1 2 f/Hz
_f() f0 fabt 2fubl

Abb. 54 Faltungspartner Kosinus- und Abtast-8-Distributionen

Nach der Faltung der beiden Kosinus-(f)-Distributionen mit den drei 8(f)-Distributio-
nen bleiben nur noch die Distributionen symmetrisch zu den Frequenzen Null, f,, und
2f,, im Abstand *f iibrig. Dabei ist es gleichgiiltig, ob man sich vorstellt, da3 die

,ZAbtast-Distributionen* durch die ,,Kosinus-Distributionen‘“ oder umgekehrt verscho-
ben werden.

U, (H/(1/Hz)

8(F + f) S(F - )
02 0 02 08 1 12 18 2 22
f, £y £ 2f,, f/Hz

Abb. 55 Ausschnitt aus dem Spektrum des mit 1 Hz abgetasteten Signals

Nach der Faltung von U(f) und G(f) ergibt sich fiir die abgetastete Kosinusschwingung
das Spektrum

+oo0

Us(t)= D[k - £, —£,)+8(k - £, +1, )]

k— —c

(114)
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3.4.5

Wiedergewinnung des urspriinglichen Zeitsignals aus dem periodischen
Spektrum des abgetasteten Signals

Zum periodischen Spektrum Uy (f) der 8(f)-Distributionen, die symmetrisch
zu k*f,, im Abstand | liegen, gehort das Zeitsignal der rotierenden Zeiger,

die sich im vorliegenden Beispiel mit den Anteilen bei

k-f, +f, und —(k-f, —f,)
bzw. (115)
k-f, —f, und —(k-f, —£))

zu Kosinusfunktionen bei den entsprechenden Frequenzen mit der Amplitude 2
ergianzen.

Diese rotierenden Zeiger in der unendlichen Summe liefern ja als Fourierreihe
mit (104) und (94) die Abtast-3(t)-Distributionen des Kosinussignals. Um das
urspriingliche Kosinussignal wieder zuriick zu gewinnen, mufl man das Spek-
trum U 8(f ) mit Hilfe eines Filters von den Anteilen hdherfrequenten Anteilen
befreien und nur die Frequenzen bis £f,,, /2 durchlassen. Dies schafft ein idea-
ler (analoger) Tiefpal3, dessen Durchlal3kennlinie die Form eines Rechtecks hat:

A US (f)/( 1 /HZ) DurchlaBkennlinie des Spalttiefpasses
1 /
A
S(F + £ S(f - )
T T T T T T T T T T ! T T T T T T T i T —
-05 02 0 02 05 1 1.8 2 2.2
f, £, f0/2 Foo 2f,. f/Hz

Abb. 56 Regenerierung des kontinuierlichen Signals durch Ausfiltern der peri-
odischen Wiederholungen des Spektrums

Es bleibt also nur das urspriingliche Spektrum (113) des Kosinus iibrig. Da die
Wirkung dieses Filters wie das eines (geniigend breiten) Spalts auf einen
Lichtstrahl ist, der alles innerhalb der Spaltbreite ungeschwicht durchldfit und
alles auBBerhalb vollig abhilt, nennt man diesen Tiefpall auch ,,Spalt-Tiefpal3*‘.
Diese Tiefpal3-Charakteristik ist allerdings nicht ideal sondern nur niherungs-
weise realisierbar. Eine erste Niherung etwa ist ein Tiefpall 1. Ordnung aus
Widerstand und Kapazitit (Abb. 5).
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3.4.6 Das Shannon’sche Abtasttheorem

VergroBert man in Abb. 56 die Frequenz f, des abgetasteten Signals immer weiter, so
riicken die Delta-Distributionen immer néher an die halbe Abtastfrequenz f_,, /2 heran,
also an die Grenze des Spalttiefpasses, der die Riickgewinnung des analogen Signals
U(f) aus dem periodischen Spektrum Us(f) vornimmt. Aber auch die zu f,,, gehdrende
3(f)-Distribution bei f,, —f, riickt niher an diese Grenzfrequenz f,, /2 heran. Sobald
die abgetastete Schwingung eine groflere Frequenz hat, als die halbe Abtastfrequenz,
also f, >f / 2 gilt, taucht die zu f,, gehorige Distribution innerhalb des DurchlaB3be-

abt

abt

reichs des Spalttiefpasses auf und tduscht eine niedrigere Frequenz, ndmlich f —f,

vor. Eine weitere Erhohung von f, schlieBlich fiihrt auf einen scheinbaren Stillstand, als
die Frequenz Null, und schlieBlich sogar auf eine scheinbare Rotation des zugehorigen
Zeigers im Zeitbereich in die andere Richtung.

Erhoht man die Frequenz weiter, so verschwindet schlieBlich dieser Zeiger mit schnel-

ler negativer Rotation jenseits der TiefpaB3-Grenzfrequenz —f,, /2. Dafiir taucht nun

bei der rechten Tiefpa3-Grenzfrequenz die zu 2-f,,, gehorige 8(f)-Distribution

2-f,,, —f, mit positiver Rotation des Zeigers im Zeitbereich auf.

Die rotierenden Zeiger sind genau das, was man bei Wildwest-Filmen sehen kann,
wenn eine Kolonne Leiterwagen aus voller Fahrt bis in den Stand abbremsen: Weil das
analoge Signal des rotierenden Speichenrades durch die 25 Aufnahmen pro Sekunde
abgetastet (und in eine Treppenfunktion umgewandelt) wird, drehen sich die Rider aus
einer Richtung iiber den scheinbaren Stillstand hinaus die andere und bei erreichen der
halben Abtastfrequenz wieder zuriick iiber den Stillstand in die eine Richtung, bis die
Speichenfrequenz unterhalb 12.5Hz liegt. Kurz vor Stillstand drehen sich die Réader
dann immer in der von uns erwarteten Richtung, da hier keine Riickfaltung mehr
erfolgt.

Es gilt also auch fiir abgetastete Schwingungen die Gleichung (114). So wiirde ein bei
f, =2.8Hz in mathematisch positive Richtung (gegen den Uhrzeigersinn) rotierender

Zeiger im Zeitbereich ebenso als rotierender Zeiger bei 0.2Hz erscheinen wie ein Zei-
ger, der bei 1.8Hz in dieselbe Richtung rotiert. Ebenso wiirde ein Zeiger, der sich in die
andere Richtung, also mathematisch negative Richtung (im Uhrzeigersinn) mit der Fre-
quenz 1.2Hz dreht, mit der Frequenz 0.2Hz in positiver Richtung (gegen den Uhrzeiger-
sinn) rotierend sichtbar.
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3.4.7

Praktische Aspekte der Riickgewinnung des analogen Signals

Nach der Abtastung wird ja die d(t)-Impulsfolge durch ein 3-Halteglied mit der
Fouriertransformierten

1 _ e’jzn‘f‘[abl

Xy(f) = — 87)
in eine Treppenfunktion umgeformt.
Diese Treppenfunktion wird durch Filter- und Regelalgorithmen bearbeitet,
bevor sie wieder iiber einen D/A-Wandler in eine analoge Treppenfunktion
zuriickverwandelt wird. Die Umwandlung der Treppenfunktion, die ja durch
das periodische Spektrum zustande kommit, in eine ,,glatte* Funktion erfolgt
iber einen analogen Tiefpal3.

Hat man einen schnellen D/A-Wandler zur Verfiigung, der eine um den Faktor
10 bis 100 hohere Abtastung erlaubt, so bietet sich bereits auf der Seite der
digitalen Signale eine Vorfilterung durch einen digitalen Tiefpall mit dieser
hohen Frequenz an. Betrachtet man den Nenner des Abtast-Halteglieds (87), so
sieht man, daf} die hoheren Frequenzanteile mit wenigstens 20dB pro Dekade
gedampft werden, da mit Verzehnfachung der Frequenz der Betrag des Bruchs
um mindestens den Faktor 10 abnimmt. Mit dieser hohen Frequenz ist eine
hochwertige Filterung durch einen digitalen Tiefpall moglich, so dal man sich
zur endgiiltigen Glittung des Analogsignals auf einen einfachen RC-Tiefpal3

erster Ordnung beschrinken kann.
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Bilder zu den rotierenden Zeigern:

1.0
0.8
0.6
0.4
0.2
0.0
-0.2
-0.4
-0.6
-0.8
-1.0

Imaginarteil

Zeit 1.6 2.0 -1 Realteil

0.8
0.6
0.4
0.2
0.0

0.2

0.4 |

Imaginérteil

Zeit 2.0 -1 Realteil
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Zeit 20 -1 Realteil

Imaginarteil

Zeit 1.6 2.0 -1 Realteil
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Losung der Ubungsaufgaben

Aufgabe 9
Fourierkoeffizienten von Rechtecksignalen gleicher Dauer At aber
unterschiedlicher Periode T

At sinm- - At
Fourierkoeffizienten: c; = a— T

T T - i AT

T
Zahlenwerte: At = 0.5sec,
a =1

1. Zeitfunktion: T=T, = 2-At = 1.0sec
2. Zeitfunktion: T=T, = 5-At = 2.5sec

Hiillkurve der Fourierkoeffizienten fiir die periodische Funktion mit der kleinen
Periode T; =1.0sec:

0.5 S O S A A AU N AU S 40 IS U N O EOU AU (R A DU B
0.0 ~—~7 | \/ N N~~~
0.2 e -
10 8 6 4 2 0 2 4 6 f—%/HZ
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
AT AT AT AT AT AT AT AT

Prof. Dr. Hischt 89/91 30.06.2008 18:19



=
en
—
M s
= 3
= = n
Il
o = =
S < ».LT g
& I o — »
2 5= TR AT | . g e .
S = E S B R RN B EEE R I I B T i o ,
- 2] | | | | | | ! ! ! ! ! !
TEE EEEEEEEE | e mleE T T T T AT T
L& k DVu I A MR B AN S oo ALM I i | | | | P |
| | | | | | (D] ! ! ! ! ! = !
) < = | | | | | | [ B 5 e N S
22 E R A e ot © w55 o )
M o S : : : : : : N Dn.. m - JT‘14,114,11%1\‘“1«1TMTz\\
2 = 5 R N N = . v oy & B B T R - S
FR N W S I SR SR SR~ R L S S 5
m (@) .ﬂ T Ay e o N lim ‘Im ) ! I ! I ! =N |
~ /5] < ” ” ” ” ” ” — o | | | | | -— I
& o = : : , , , —|= 5} = R T R B e s E . L e L
= o 8 | | S 9 L _ — |
9w £ . | = 5 E — .
m m | } | | | | m m ” ” ” .,l - ”.IiTll
T T T T T T < h | | i |
TR ST S ey S Y S -5 2 B | ” | | |
w (e @) A ” ” ” ” ” ” ' DI m. & | | | i . — |
NS 5 NN | = S I A R I I —
S e B Rl el Bl i Sl Sl el Il i Rl --1- T 4 zim Q ) ! ! ! ! ! — 7
= | | | | | | : N = -
= = A N N I I | N 3 SIS N BTN B R I~ ot L
= = R R R N e L o ir S g ” ” ” ” = ”
! T e e | IR - TN
= ﬁ ﬁ , , , , . e m M T AN T
00 R R s T ARIEI- BENEEERREEZR
5 iz N = Sl BREEI R R e TR P et
mmL.mE | | | | | | o m ‘“ | | | | | H |
TEZLT —~- ,, ,, i i i n E = | | | | T\ |
we=z U < Lru | | | | | 7 |
Lo2Z ) < @ N — < — N L 5 — , , , , ,
SELES = S S S S S S S 0N " < A a — o — i
T 5 = S = =) =) S S S S
.m % T T
8 3
M

0.4Hz

1 —_—
T

5-A

T,

L
90/91

Linienspektrum der zweiten Zeitkurve mit der ldngeren Periode T, =5- At =2.5sec:

Bei der zweiten Zeitfunktion haben die Spektrallinien den Abstand Af
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Abschlielend nochmals beide Linienspektren in einem einzigen Diagramm:
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